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Grzegorz Rafat DEC

MODELOWANIE UKEADOW STEROWANIA
Z UZYCIEM POCHODNYCH ULAMKOWYCH

W pracy przedstawiono przedl niektérych podéf zwigzanych z problematyk
pochodnych utamkowych w ¢giu teorii sterownia. Zaprezentowano popularne
w przemyle algorytmy sterowania zzyciem pochodnych utamkowych, wraz
z metodami projektowania. Stosowanie rachunkmiogzkowego o niecatkowitym
stopniu jest stosunkowo nowym pogtegm, lecz zyskuacym na zainteresowaniu.
Rozwaania w ostatnich latach wskazyie wiele probleméw np. termodynamicz-
nych, czy biologicznych mi@ by z powodzeniem rozpatrywanych za pompo-
chodnych utamkowych. Na rynku deghe g juz narzdzia, ktére wspomagagj
proces identyfikacji oraz projektowania regulatordwparciu o dane eksperymen-
talne. Jednym z takich ngdzi jest CRONE, &dacym zestawem nagdzi w Ma-
tlabie, ktory zawiera trzy moduly: matematycznyentyfikacyjny, projektowania
systemu sterowania. Urdiwia zaimplementowanie autorskich regulatorow
CRONE o r@nym stopniu zt@ondsci. Innym z narzdzi jest FOMCON, ktory row-
niez jest zestawem nagdzi w Matlabie i jest oparty na istnigym wczéniej na-
rzedziu FOTF. FOMCON umdiwia identyfikacg systemu oraz zaprojektowanie
regulatora PD*. Gléwnym celem artykutu jest zaprezentowanie obgonstanu
wiedzy, omdwienie podstawowych nedzi i poje¢ zwigzanych z pochodnymi
utamkowymi oraz ich zastosowaniem w sterowaniuntajak: funkcja gamma po-
stacie pochodnej i catki o stopniu niecatkowitymanisformata Laplace’a i pod-
stawy teorii sterowania.

Stowa kluczowe:PID, CRONE, MATLAB, FOMCON, FOTF, Ninteger, Teoria
sterowania, Identyfikacja

1. Wprowadzenie

Z uwagi ha zwgkszapce sé mazliwosci obliczeniowe oraz potrzetzwick-
szania doktadnimi stosowanych modeli m.in. w termodynamice, akustyce, czy
ekonomii, coraz wiksze zainteresowanie budzi zastosowanie utamkowego ra-
chunku r@niczkowego [3]. Rozwznia na temat pochodnych i catek, ktérych
stopier nie jest liczly catkowity, sicgajg samego poeitku rachunku réniczko-

1 Autor do korespondencji: Grzegorz Rafat Dec, teolinika Rzeszowska, gdecu2@gmail.com
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wego. W korespondencji Leibniza oraz L’'Hospitala na temat uogdrpegcia
pochodnych przeczytamozna, ze zastosowanie stopnia %2, prowadzi do para-
doksu, z ktérego kiedymog wyptyna¢ uzyteczne konsekwencje [2]. Pierwsze
aplikacje utamkowych pochodnych dokonane zostaty w XIX wieku przelaAbe
ktory wzyt ich do rozwizania problemu tautochrony, czyli krzywej charaktery-
Zujacej sk tym, ze znajdujce sk na niej obiekty stoezsic w tym samym czasie,
niezalenie od ich wsipnego potaenia [1]. Na przetlomie XIX i XX w. Ousta-
loup rozwirgt metod: oparty o dyskretyzagj réwnania z pochodnymi utamko-
wymi uzywajac definicji Grinwalda [10]. Trigeassou zaimplementowat algorytm
aproksymacyjny dla obiektu inercyjnego [11]. Malti rozszekorcepas opty-
malnej metody dla systeméw utamkowych [12]. Poza wspomnianym modelowa-
niem obiektow, potencjalnymi korggiami z zastosowania pochodnych utamko-
wych jest zwgkszenie szybkii odpowiedzi oraz redukcjadatu stanu ustalo-
nego, zwgkszenie stabilni uktadu regulacji oraz zwkszenie odporni.

W ciggu kilku ostatnich dekad rozwitbd sporo naradzi wspomagajcych pro-
jektowanie uktadow automatycznej regulacji zyciem pochodnych utamko-
wych. Przykladem jest tutaj CRONEg¢dacym zestawem nagdzi w pakiecie
MATLAB oraz Simulink. Jest rozwijany przez francgsfirup; o takiej samej
nazwie i zawiera m.in. algorytmy identyfikacyjne pracej na zgromadzo-
nych danych [5]. Popularny algorytm regulatora PID (Proportiamaigral-
Derivative) zostat przedstawiony przez Podlubnego w postaci otayah row-
nan rézniczkowych (FOPID — Fractional-Order PID), rowhigracowano me-
tody strojenia tego regulatora [4]. FOMCON (Fractional-Ordexd®&ling and
Control) podobnie jak CRONE jest zestawem odzz w pakiecie MATLAB
oraz Simulink. Analiza systemu sterowania opiegaospogcie transmitanciji.
Gtéwnymi funkcjonalnéciami FOMCON jest identyfikacja systemu oraz uta-
twienie procesu projektowania regulatordPl Duza zalety FOMCOM jest do-
stepnas¢ kodu zrodtowego, co pozwala na korzystanie z niego raych plat-
formach [1, 2, 3, 8]. Nalsy rowniez dodd, ze np. autorzy w pracy [13] zwragaj
uwag; na brak jasnej interpretacji fizycznej, czy nierespektowzasady jedno-
rodnaci wymiarowej fizycznych zalaosci w niektorych zastosowaniach po-
chodnych utamkowych. Uczulgpa czsto popetniane bty w teorii obwodéw
elektrycznych oraz teorii pola elektromagnetycznego. Zwgadayniez uwag,

ze pochodna utamkowa nie jest jedynie lokatperacy, wigc przy stosowaniu
tego narzdzia naley mie¢ na uwadze szereg obostize

2. Pojecie pochodnej utamkowej

2.1. Funkcja Gamma

Uogodlnianie pajcia pochodnych naly zacza¢ od wprowadzenia funkciji
specjalnejl’(p), zwara Gamng Eulera (1). Funkcja ta jest oklena na zbiorze
liczb z wylaczeniem catkowitych liczb ujemnych [3].
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I'(p)= fow e*xP1dx
Podstawowymi zalaosciami funkcjiT'(p) sa:
1) Jest cigta dlap>0

2) Ma wiasndéc¢: T'(p+1) =pI'(p)
3) Zachodz nastpujace relacje:

(1)

ray=1,
I'(n+1)=n!,
I'(0) = +oo
4) Dlap=-n: I'(p)=(-1)"o0
5) Przyktadowe wart¢ri funkcji I'(p):
r(3)=vr.
r(-)- 2
3 1\ _ 1 (1 _1
r(5)=r(1+3) =51 (5) =5Vm.
A
R
SRR
Bl 2
T
{ [ /\w

Rys. 1. Wykres funkcji’(p) (zrédto: www.wikipedia.org)
Fig. 1.T'(p) function graph (source: www.wikipedia.org)
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() ()= 5=
r (%) =2.678938,
r @ =1.354118,

., , I'(p+1) —(p
6) Zachodzi rownéc T (q)

2.2. Uogolnione pagcie pochodnej

Uogolnienie pochodnych powinno posidgewne zasadnicze cechy:

1) Jezeli dowolna funkcja jest k-krotnie zdiczkowalna, to istnieje po-
chodna stopnia n<k dla n, &R,

2) Pochodna stopnia zerowego jest fugkajsjsciows,

3) Istnieje tylko jedna pochodna funkgcji k-tego stopnia,

4) Pochodna dowolnej funkcji jest zgodna z wynikiem otrzymanym kla-
syczn, iteracyjrg metod,.

2.3.Definicja Riemanna-Liouvillea

W celu wyprowadzenia wykorzystuje: sieracyjry posta& catek Riemanna-
Liouvillea, wychodac z gbrnej granicy catkowania zgodnie z (2), a ¢pase
rozwazy¢ podwojry catke wraz ze zamiapgranic catkowania (3) [1].

P 0= [ fk)dk @)
2 00= X [ f®dtdk= [ [ f(O)dkdt=

= [36(0) [ dkdt= [ (k) (x-t)dt ©)

Calke a-tego stopnia nima zapiséjak w (4), z& pochodi a-tego stopnia
jako (5).

1

ofrpy—f 0 f4y —
1= )=

Lf(u)(t-u)**du (4)

1
T'(n-o)

D)= ()" LW (0 du (5)

gdzie: n jest zadodatnj liczba catkowita, spetniagca nierownagé n-1<alfa<n.

Literaa na pocatku zapisu oznacza punkt bazowy tj. dpranie catko-
wania. Wyraenie (4), zwane operatorem catkowym Riemmana-Liouvillea, jest
okreslone jedynie dla>0 oraz sc<a<t<o. Wyrazenie (5) jest okrdone dla ka-
degoa.



Modelowanie uktadow sterowania zyeiem pochodnych utamkowych 37

2.4. Transformata Laplace’a

W teorii sterowania popularnym poéeem jest analiza systemow regulaciji
automatycznej na ptaszczye S. Ptaszczyzita mazna interpretowéjako przej-
scie w dziedzig czestotliwosci wraz z uwzgidnieniem inercji, ttumienia i tym
podobnych zjawisk. Przajia dokonuje si za pomog transformacji Laplace’a
(6), z& przegcie z powrotem do dziedziny czasu za pognwansformacji od-

wrotnej (7), gdzie i¥/-1, yeR.

F(s)=Lf®]= [ eSf(Odt (6)
f(O)=L"1[F(9)]= Im fy*“ F(s)&dt 7)

Wiasndgci transformaty Laplace’a:

1) Liniowos¢: Laf(t)+bg(t)]=aR(s)+bG(s), a,be R,

2) Transformata pochodnéj{f (t)|=sR(s)-f(0"), gdzie {0") ozna-
cza warunek pogtkowy w punkcie t=0,

3) Transformata catki: I[f(; f(r)dr] =§F(s),

4) Op&nienie, jako przesuetie w dziedzinie transformaty:

L[f(t-a)]=€3F(s),
5) Splot jednostronny: [(f*g) (1) ]=F(s)G(s),
gdzie:  Ks)=L[f(D)], G(9)=L[g(D)],

Transformata Laplace’a dla utamkowego rachunkmiczkowego znajduje
sie na (8) 1 (9).

1% ()= — [} (t-y)* F(y)dy (8)

I'@)
LD (D]=5F(9)- Zpcp S DM (1)] 9)

2.5. Inne definicje

W przypadku oblicz& pochodnych utamkowych zyciem komputera, ¢z
sto wywa st definicji Grinwalda-Letnikova (10), gdzie oznacza rozmiar
kroku obliczé. Jest ona rownowaa definicji Riemanna-Liouvillea [13].

t-a
a1 1ol
aDtf(t)—mmzﬁzl(—l)k(z)f(t-kh) (10)
Aproksymupc i przyjmupc (11) otrzymujemy (12).

D(t)=A(t) (11)
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A0 i Zio (1) (3) f(kh-jh) (12)

Z (12) mana wyr@nic¢ (13) jako osobszmienn, co pozwala zapigg12) jako
(14), ktore jest ju rownaniem, ktére me@ zosté uzyte w obliczeniach nume-
rycznych [1].

W=y ) 3)
ARF(D) ek =h" Zio W “f(kh-jh) (14)

Czesto mana spotka definicje Caputo (15), lecz nie jest w peni rownana
omdéwionym wczeéniej definicjom. Jest jednak etmie stosowana przy funkcjach
opisanych w dziedzinie czasu, ze wzlyl na tatwe uwzgtnienie warunkéw po-
czgtkowych [13].

C _ 1 X 1 ﬁ
aDgf(X) - I(n—a) fa (x_t)a—n+1 atn dt (15)

Przy okazji prezentacji innych definicji pochodnej utamkowejtavawroct
uwag; na to,ze taka pochodna jest zata od wyboru punktu bazowego a.

3. Model transmitancyjny
Modelowanie prostego systemu sterowania opiera shodel transmitan-
cyjny obiektu. Zapis ogoélny transmitancji prezentuje (16).

Y(s) _ bpSPm+byPm-1+. . +hpsPo

G(S)Z Ws) - an¥N+a,.1S' -1+, . +ays’0

(16)

. Y
. OB |~
—>

Rys.2. Schemat ogdIny obiektu regulacji
Fig.2. Controlled object’s structure



Modelowanie uktadow sterowania zyeiem pochodnych utamkowych 39

Na rysunku 2 przedstawiono ogélny schemat obiektu regulacji z ¢avzgl
nieniem analizowanych sygnatow. W automatyce ptayjraktowd& obiekty
jako czarm skrzynk na ktén oddziatujp pewne sygnaly. Zachowanie obiektu
mozna opisa za pomog transmitancji (16), kt@rmazna uzyska na drodze ana-
litycznej lub na drodze eksperymentéw np. poprzez badanie sygngiciony
wegoY, jako odpowiedzi na skok jednostkowy na sgaj U. Pozostale sygnaly
na rysunku 2 td — mierzalne zaktdcenie ora%/ — niemierzalne zaktécenie.
Jednym z podé§ identyfikacji transmitancji obiektu dla pochodnych utamko-
wych jest zastosowanie definicji Grinwalda-Letnikova, gdzie fun&eju jest
minimalizacja bfdu modelu i przebiegu rzeczywistego agsiictego w trakcie
eksperymentu. Ze wzglu na ograniczenia wynikgie np. z okrdonej czsto-
tliwosci probkowania odpowiedzi obiektu, najemie¢ na uwadze zjawisko alia-
singu oraz toze zmiany szybsze (w dziedziniecsiotliwosci) powyzej potowy
czgstotliwosci probkowania nie zostaruwzgkdnione. Podczas oblicaelobrze
jest postay¢ sig transmitangj w postaci (17), gdzie wydzielone zera licznika
Z(p,q) pierwiastki mianownik#(p,q)oraz opénienieD(p) [1].

G(9=522D(p) (17)

Podstawowymi obiektami, ktére rama wyr@nic¢ s:
* inercja pierwszego ¢zlu (18),

G(s)= (18)
* integrator (19),
G(s)zTiCS (19)

* integrator z inergj (20),

G(s)=— (20)

Tes(Ts+1)
e podwdjny integrator (21),
G(s)=5 (21)
* inercja z opénieniem (22),
G(s)=e ™™ (22)

e podwodjna inercja (23),
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k

G(s)= (Ts+1)2 (23)
* podwdjna inercja z ogdieniem (24),

_ k —TS
G(S)_ (TS+1)2 e (24)
* wielokrotna inercja (25).

ok
G(s)= (Ts+)n (25)

4. Regulator typu FOPID

Po wyznaczeniu transmitancji obiektu sterowniamaoprzysipi¢ do dopa-
sowania regulatora. Jednym z najpopularniejszych regulatorowkepgth w
przemyle jest regulator typu PID. W przypadku pochodnych utamkowych
FOPID, ktorego pracopisup rownania (26) i (27). Na rysunku 3 znajduje si
ogolny schemat uktadu regulacji automatycznej [14, 15], ktérynampisé
transmitancj wzgledem sygnatu steragego jako (28), Zatransmitancja wzgh
dem zakiécenid (29), bedacego superpozygjzaktocenia w i d jako (30).

G(s)
y

Rys. 3. Schemat og6lny uktadu regulacji automatggzn
Fig. 3. General schematic of control system

ug (0= K e()+K;I*e()+KDle(t) (26)

K; KgsM M) 4K s*+K;
R(s)=K,+ 2 +Kgs#= Tp (27)
R(s)G
Go(8)=2= oty (28)

u  1+R(s)G(s)H(s)

Z=w+d (29)
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G(s

ClS)=, = T (30)

WspotczynnikiKp, Ki, Kq okreslaja wzmocnienie dla kalej ze sktadowej
regulatora FOPID tj. odpowiednio gzi proporcjonalnej, catkagej oraz ré-
niczkowej. Na wejcie regulatora podawany jest sygnaidut e, tj. réznicy po-
miedzy sygnatem sterafym oraz sygnatem z wigia, z uwzgtdnieniem oddzia-
tywania obwodu spkzenia zwrotnegd(s). Sygnatyw orazd (jak poprzednio)
odpowiadaj za zaktocenia niemierzalne oraz mierzalne. Zastosovsarige-
nia zwrotnego zapewnia odposdona zakiocenia oraz stabiktow punkcie
pracy obiektu. Rysunek 4 przedstawia wykres Bodego dla klasyxregglatora
PID. Rysunek 5 dla regulatora FOPID dlap=0.75, z& rysunek 6 dla
A=p=0.5. W kazdym przypadku wzmocnienia kdego z cztonéwssjednakowe
i rowne jednéci. Jak wid& zaréwno charakterystyka amplitudowa, jak i fazowa
roznia si¢ od siebie dla kadego z przypadkow. Wraz ze zmniejszaniegrpsira-
metrowA orazp charakterystyki stajsie bardziej ptaskie. Przesuwa sowniez
punkt zerowy w kierunku estotliwosci mniejszych od 1.

Bode Diagram
50 ;
o 40
Ao
© 30 F
-
2
'E 20+
&
= 5t
o ;
90 Jhammass
= 45|
o
L=
o Or
[72]
1]
s
o 45
90 = e il - .
1072 107! 100 10! 102

Frequency (rad/s)

Rys. 4. Wykres Bodego regulatora PID
Fig. 4. Bode plot of PID regulator
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Bode Diagram

30 S

.
an L i /
20 N

Magnitude (dB)

Phase (deg)

90 :
102 1071 10?2 10" 10%
Frequency (rad/s)

Rys. 5. Wykres Bodego regulatora FOPID ZHg1=0.75
Fig. 5. Bode plot of FOPID regulator fasp=0.75

Bode Diagram

I
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i
J

@0
=F=i
|
|
|

Phase {deqg)

102 107! 10° 10! 102
Frequency (rad/s)

Rys. 6. Wykres Bodego regulatora FOPID #81=0.5
Fig. 6. Bode plot of FOPID regulator fas=p=0.5
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Ze wzgkdu na maliwos¢ réznego opisu obiektu oraz regulatora,ama wy-
rézni¢ 4 sytuacje: model obiektu oraz model regulatora z pochodnykavaat
tego rzdu; model obiektu z pochodnymi catkowitegedua, za& regulator z po-
chodnymi utamkowymi; model obiektu z pochodnymi utamkowymi,regula-
tor z pochodnymi catkowitoliczbowegoedu; model obiektu i regulatora opi-
sany pochodnymi utamkowymi. Z praktycznego punktu widzenidceg doko-
nuje s¢ transferu modelu regulatora do pochodnych utamkowyaiinhodelu
obiektu [1].

5. Metoda F-MIGO

Bazupc na metodzie Ziglera-Nicholsa, ktéra pozwala na nastrojegida-
torow PID, na przestrzeni ostatnich lat zdoz prag nad metog
F-MIGO (Fractional M constrained Integral Gain Optimization), gdzie starano
si¢ optymalizow& wzmocnienie ogci catkupcej. Metoda ta jednak jest skiero-
wana do regulatoréw typu PIGtéwnymi motywacjami do badabyty dwie
wady metody Ziglera-Nicholsa: bardzo matasélanformacji o procesie brana
pod uwag przy doborze parametrow regulatora; dobrane parametry nigeaws
zapewniaj wystarczajcej w przemyle niezawodngci i odporndci na zaktoce-
nia. Wa&nym zatlaeniem przy tej metodzie jest tgg dana jest transmitancja
obiektuG(s) co pozwala zdefiniowadwie pomocnicze funkcje (31).

1 _ R(®)G(s)
TrRE)G(S) 9= Trece)

S(s)= (31)
tatwo zauway¢, ze S(s) + T(s) = 1. FunkcjaS(s)jest nazywana funkgjczu-
tosci uktadu, z& T(s)funkcja ttumienia dla zaktoae Wartaci szczytowe dla obu
funkcji okresla sk za pomog parametrovwMsorazMe (32).

Ms= max|S(e)l, M= max|T(o)l (32)

Zauwaono, ze parametMs jest dobrym wyborem do optymalizacji, poniewa
Zmiany tego parametru znacp wptywap na odpowied impulsowg uktadu.
Jednoczénie powinna by utrzymywana mat wartas¢ parametruMp. Problem
z& mozna sprecyzow@anastpujaco: ,Maksymalizacja wzmocnienia cztonu cat-
kujgcego tak, by uzysksstabilngé¢ dla zamknitej petli sprzezenia zwrotnego
oraz wykres Nyquistadg poza okggiem osrodku s=-C (33) oraz promieniu R
(34)".

_ Mg-MgMp-2MgMp2+Mp?-1
2Mg(Mg?-1)

(33)

_ Mg+Mp-1

T 2MgMA1) (34)
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Problem ten mina sprecyzowgjako rownania (35) i (36) [1].
f(Kp,K;,0,0)=|1+Qjw) G(jo) P (35)
f(Kp,Kh(D,(l)ERZ (36)

Problemem optymalizacyjnym jest zatem znalezienigimi@ najwickszej
wartaici K przy spetnieniu warunku (36). Na wykresie Rys. 7 znajdgjerziy-

ktadowy wykres Nyquista dla G(szz-—_zls—q Wykresy Nyquista tworzy girowniez

w celu badania stabildoi systemu zamkgatego sprzzeniem zwrotnym. Uktad
otwarty jest stabilny, gdy wszystkie bieguny transmita@¢§) leza na lewej poét-
ptaszczynie zmiennej zespolonej s. Uktad zangtyijest stabilny, gdy jego cha-
rakterystyka nie obejmuje punktu (-1, jO) — punkt ten drgranie stabilngci
systemu. Kryterium stabildoi Nyquista pozwala na tatwe oklenie zapasu sta-
bilnosci badanego uktadu. Zapas stabditiamkresla sk jako zapas modutu (okre-
sla krotng¢ wzmocnienia, przy statym sterowaniu doagsiigcia granicy stabil-
nosci uktadu zamknigtego) oraz zapas fazy (okle wart@¢ zmiany sterowania
przy stalym wzmocnieniu, ktéra doprowadzitaby na grastabilngci) [15].

Nyquist Diagram
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Rys. 7. Przykladowy wykres Nyquista dla G( _iﬂ

Fig. 7. Example of Nyquiste plot, where G( _;lsﬂ
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6. Zestaw narzdzi CRONE

Bazupc na dokonaniach w badaniach Oustaloupa nad zastosowaniem po-
chodnych utamkowych w sterowaniu zostata zaprezentowany zestagdzia
CRONE wraz z mdiwoscig stworzenia regulatoréw [1, 5]. Istrigrzy genera-
cje tego typu regulatorow, ktdre cechuje:

» metodologia oparta o opis parametrow w dziedzingstotliwosci przy

uzyciu pochodnych utamkowych,

» zaréwno cigly jak i dyskretny opis systemow SISO oraz MIMO,

» jednostkowe sprzenie zwrotne,

* brak przeestymowania parametréw — lepsze dopasowanie do obiektu.
Pierwsza generacja regulatorow CRONE jest odpowiednia diacealo cha-
rakterze proporcjonalnym oraz przy statej fazie wokot ustalomparametréw
sterowania. Transmitarcppisuje rownanie (37).

R(s)=Rps*; a, RyeER (37)

Przy stosowaniu tej generacji dobrze jest, by obiekt miaisjah faz
(w rozumieniu charakterystyk Bodego), przynajmniej w zakresietpupiacy,
okreslonego dla asymptotycznej odpowiedzi obiektu. W takim przypadkekidzi
petli sprzzenia zwrotnego, uktadedzie odporny na wahania wzmocnienia, na-
wet w przypadku stosunkowo niewielkiej zmiany punktu pracy. Wzszeistych
warunkach trudno jest doldravzmocnienie w otwartejgbli by spetnt wspo-
mniany warunek, wtedy regulator CRONE pierwszej generacjestew stanie
zapewnt niezawodnéci dziatania. Charakterystyki Bodego dla pierwszej gene-
racji generatora CRONE znajdigic na rys. 8.

Druga generagj regulatorow CRONE opisuje réwnanie (38) (transmitancja
systemu z otwagtpetla sprzzenia zwrotnego).

F(s):R(s)G(s):(%)“; a€Ra€[L, 2] (38)
Chciary charakterystyk otwartej gtli powinno cechowé&
* zapas fazyp =(2-0)n/2,
L . ,Om
* zapas wzmocnienia: é\#sm(;),
* zapas wzmocnienia dla rezonansu:—-%,
2
* wspotczynnik tlumienia, zalmmy od pierwiastkbw mianownika:

CZ-COS(E).
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Bode Diagram

Magnitude (dB)
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Rys. 8. Wykres Bodego pierwszej generacji reguéa@RONE
Fig. 8. Bode plot of first generation of CRONE utgor

Jedn z metod doboru parametréw regulatora jest pestiem s¢ aproksy-
macp Oustaloupa zgodnie z rownaniem (39), wtedy transmitancja re@R{)r
moze by¢ obliczona z (40).

Fr=K(L+1)b(2)" L (39)

0pts (S"‘U)h)n':
gdzie:
(l)b,O)h,k'ER+; nb,n,:EN+

_FRr(s)

RO=Zq (40)

Regulatory drugiej generacji dobrze jest stosotaan, gdzie faza odpowie-
dzi obiektu waha siw pewnym otoczeniu punktu pracy. Na rys. ¥nezoba-
czy¢ charakterystyki Bodego dla systemu z zardlgnpetla sprzzenia zwrot-
nego oraz drugiej generacji regulatorem CRONE.

Trzecia generacja regulatoréw CRONE jest prébpowiedzi na potrzeby
regulacji w przypadku waltavzmocnienia i fazy lub btlu w okréleniu pier-
wiastkow i zer transmitancji. Jest to przypadek najbarduippwiadajcy rze-
czywistcci. Dziatanie opiera gi 0 zapewnienie nieprzekroczenia wacio
wzmochienia w zamkatej petli tak by pozostaw obszarze wykreséw Nicholsa
zapewniajcych stabilg prac i odpowiednio wysokie ttumienie zakitacg. jak
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Bode Diagram

Magnitude (dB)

10°° 10° 10°
Frequency (rad/s)

Rys. 9. Wykres Bodego systemu z zamknpetla sprzzenia zwrot-
nego z drugiej generacji regulatorem CRONE

Fig. 9. Bode plot of a system with second genenatictCRONE reg-
ulator and closed feedback loop

Nichols Chart

02548 008
_ ]?%Qdés St

Open-Loop Gain (dB)
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Rys. 10. Charakterystyka Nicholsa dla przykladotapsmitancji:

1
G(S)_32-25+1

Fig. 10. Nichols chart for example of transfer ftioie: G(s)

_ 1
2-2s+1
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najdalej od punktu (0dB, (2k+i)rad), gdziek € Z. Na podstawie wykresow
Nicholsa dobiera si parametry zagpczej transmitancjiF(s). Same wykresy
Nicholsa g analogiczne do charakterystyk Bodega zd¢nica, ze na jednej osi
jest faza sygnatu, zana drugiej wzmocnienie. Na rys. 10 znajduje siatka

izolinii wykresu Nicholsa z przyktadaywcharakterystyk dla G(s)=s%s+1[1, 5].

7. FOMCON

FOMCON jest zestawem nadzi dla Matlaba wspomaggjym prae z po-
chodnymi utamkowymi. Dzki otwartemu dosgpowi do koduzrodtowego jest
mozliwe korzystanie z niego rowniena innych platformach obliczeniowych np.
Scilab. Zostat opracowany na bazie FOTF (Fractional-Order Transfetidn)nct
Obliczenia przeprowadzang w oparciu o transmitangjv postaci (41).

_bpPmtby  Pm-1+ . +hysPo
anSMN+g,.15"n-1+. .. +39s"0

G(s)

(41)

Gtownymi funkcjonalnéciami jest identyfikacja w dziedzinie czasu g€z
stotliwosci (modut identyfikacyjny) oraz wspomaganie projektowania ukladow
sterowania (modut sterowania). W ramach modutu sterowanigpthesy narz-
dzia wspomagage projektowanie regulatora FOPID, ddtesie granic sterowa-
nia, korekcja nastaw regulatora w trakcie jego dziatania, rodfona wahania
parametrow. Implementacja eodbywa si¢ w przypadku analizy gotej jak i
dyskretnej. FOMCON umidiwia dodanie algorytmow filtrw analogowych.

8. Whnioski

Zastosowanie pochodnych utamkowych jest bardziej odpowiednie dla uzy-
skania maliwie optymalnego sterowania dla niektérych procesow fizychn
Wiaze sk jednak z bardziej zimnymi obliczeniami oraz wksz potrzebr wie-
dzg na temat obiektu sterowania. W praktyce wybOr metody steiavealey
mocno od iléci dostpnych danych przez co prostsze metody sterowarmkes
niej stosowane. Rozbudowa tradycyjnego regulatora PID do FORID¢&sva
przy niewielkim rozszerzeniu stosowanych metod strojenia. Powstawange narz
dzi takich jak biblioteka CRONE, czy FOMCON dla Matlabatwiaja proces
identyfikacji i doboru parametréw systemu, przez co jesaddansa na ¢tniej-
sze stosowanie regulatorow opartych o pochodne utamkowe w gteemy
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CONTROL SYSTEM MODELING WITH USING FRACTIONAL
DERIVATIVES

Summary

In the paper is presented review of some approamretated with subject of using fractional
derivatives in control system theory. Popular atpans used in the industry are presented, along
with relating designing methodology. Using of fiaoll derivatives calculations is relatively new
concept, but constantly getting increasing inter@stiberation in recent years indicate that many
scientific problems like thermodynamic or biologpplems can be well considered and modeled
by fractional order derivatives. On the market ¢hisr available tools that support a processes of
identification and regulators designing, based xgeamental data. One of such tools are toolbox
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CRONE for MATLAB, which contains three modules: m@amatical, identifying, system control
designing. That toolbox allows implementation of @RE regulators with different level of com-
plexity. Other tool is FOMCON, which also is a teox for MATLAB and it is based on already
existed toolbox FOTF. FOMCON allows to identifyin§control system and " regulator de-
signing. This article is aiming to present currstate of art, discussion about existing tools and
concepts correlated with fractional order derivegiand their usage in control system theory, like:
gamma function, definition of fractional derivatjleaplace transform and basics of control system
theory.

Kaywords:, PID, CRONE, MATLAB, FOMCON, FOTF, Ninteger, Contreystem theory, Iden-
tifying
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