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RomanDMYTRYSZYN 1!

OBLICZANIE WYZNACZNIKOW PRZY ANALIZIE
OBWODOW METOD A WEZLOW A

W artykule opisano niestandardowe zastosowanie agarikéw do analizy ob-
wodow liniowych metod weztowa. Pokazanoze dla otrzymania tej samej do-
ktadndici obliczenia wyznacznikéw algorytm permutacji Leiba wymaga aryt-
metyki 0 dhzszej mantysie w poréwnaniu do algorytmu redukcjugsa. Opraco-
wano now metod; obliczania wskanika uwarunkowania wyznacznika macierzy
(WUWM). Nowy wzér mae by rowniez stosowany i do analizy doktaditd
rozwigzania systemu liniowych réwnhaalgebraicznych, w jakoi pierwszego
przyblizenia ze strony krétszej mantysy. Badania doktadnabliczenia wyznacz-
nikbw macierzy metad Monte-Carlo potwierdzaj skuteczné¢ nowego wzoru
oraz pozwalaj rozszerzy wiedz na temat uwarunkowania obliczeWyprowa-
dzenie wzoru do obliczenia WUWM oparto na pédej probabilistycznym, wy-
korzystupcym badania Monte-Carlo. Zaproponowany algorytmopmorania liczb
przy odejmowaniu w czasie obliczenia wyznacznikawma sprawdZi wystar-
czalnag¢ dhugasci mantysy, bez konieczia obliczania odwrotnej macierzy. Za-
proponowano nowy, rekurencyjny wzor do obliczanie/ WM. Doktadna¢ obli-
czenia wyznacznika kontrolowana jest w oparciu aliag operacji odejmowania.
Opracowano now metod; poprawy doktadn&i obliczenia wyznacznika macie-
rzy. Nowy algorytm poprawy doktadéd obliczenia wyznacznika metaclimi-
nacji Gaussa jest skuteczny przy analizie metweztowa obwoddéw zawieraf
cych zrédla sterowane. W ogoélnym przypadku ten algorytguy nie obnia do-
ktadndici obliczer wyznacznika macierzy, a ro® ja tylko poprawé.

Stowa kluczowe: metoda wztowa, wyznacznik macierzy, wskak uwarunko-
wania macierzy, wskaik uwarunkowania wyznacznika macierzy

1. WPROWADZENIE

Metody analizy obwoddw liniowych zaliczagsilo podstawowych technik
obliczeniowych elektrotechniki teoretycznej (ET), [2, 3, 4, 5]. Przegt
literatury klasycznej i dydaktycznej pokazuie,metoda wztowa (MW) oraz jej
modyfikacja (MMW) @ popularne i powszechniezywane (na przyktad w
programie symulacji obwodoéw PSPICE).

! Roman Dmytryszyn, Politechnika Rzeszowska, ul. W.laP@ 35-959 Rzeszéw,

tel.: 505-387-111, roman@prz.edu.pl
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W postaci macierzowej rownania MW zapisujersstpujaco [3]:
YV =, 1)

gdzie:Y —zespolona macierz admitancji lub rzeczywista sradiondunktancji,
V — wektor potencjatow wztowych,
J — wektor padow zrédtowych.

Do gtéwnych zalet MW nalsy stosunkowo prosty algorytm zapisu réviina
weztowych, w ktérych wysfpuja admitancje Y orazrodia padu J, w tym
zrodta padu sterowane nagiem. W réwnaniu (1) niewiadamjest wektor
potencjatow wzlowych V. Z obserwacji schematu obwodu tatwo zapis
macierz admitancji obwodu Y, ktéra jest gtownymnedéstem w rownaniu (1).
W przeciwigistwie do metody oczkowej, w metodziegzlowej nie istnieje
problem planarréei oczek.

Metody automatycznego ukfadania roviingeztowych, z wykorzystaniem
symboli, opisano w wielu materiata¢todtowych, jednak te opracowaniagsio
nie uwzgtdniaja realnych wariantbw rozweywania. Brakuje numerycznej
analizy sposobow rozaiywaniazle uwarunkowanych rowmaw odniesieniu
do obwoddéw elektrycznych [1]. Z tego powodu w njsiej pracy skupimy si
na numerycznej g&ci analizy. Analiza oblicae w ramach ET nie powinna
dziwi¢, poniewa w ET okoto 90% wiedzy stanowirdzne dzialy matematyki i
informatyki (w tym metody numeryczne), a tylko obkc#0% - z fizyki (gtdwnie
z teorii elektrycznéci).

Celem niniejszej pracy jest analiza sposobow razywania réwnania
macierzowego (1), ktére moa zanotowabardziej ogélnym wzorem

AX =B (detA #0,A00™) )

Zwrocimy uwag nazrodta bkdow obliczeniowych i sposoby oceny oraz po-
prawy doktadnéci obliczenr, podczas rozwizywania tego uktadu réwna

2. Metody obliczania potencjatéw wztowych

Najprostszy sposéb obliczenia potencjatdwezlowych polega na
wykorzystaniu metody Cramera (Rys. 1) w postaci

gdzie:A— wyznacznik macierzy,
A — wyznacznik macierzy, w ktorej kolumm i zasapiono wektorend.
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Rys. 1. Réne warianty wielobiegunnikéw i wzory do obliczatiansmitancji nagiciowej na
podstawie wyznacznikéw

Fig. 1. The different variants of multipole netwakd the determinant based formulas for calcula-
tion of the voltage transmission

W praktyce cgsto naley obliczy¢ nie wszystkie potencjaty aztow, lecz
stosunek napé [3, 6]. W literaturze mzna znalé¢ gotowe wzory dla
wszystkich ilorazow prdow i napgé (transadmitancja, transimpedancja itp.) dla
3-, 4- i 5-biegunnikéw [6].

Komentarze do Rys. 1:

V - potencjat vezta, U — napécie miedzy dwoma wztami;

Ay — Wyznacznik macierzy, w ktérej usurgto wiersza oraz kolume b;

Daapp — Wyznacznik macierzyY, w ktorej usunjto wiersze i kolumny o

numerachi b;
A + o » 0ZNacza wyznacznik macierxy w ktorej:
dodano wiersa do wiersze,
usungto wiersza i kolumre b;
D@+ o 6 + g OZNacza wyznacznik macierxy w ktorej:
dodano wiersaz do wierszac oraz kolume b do kolumnyd,
skrélono wiersza oraz kolums b.

Otrzymane wzory wyznacznika (minora) ragmy przez (1.

Zauw&’my, ze A(a + o) DNap— Doy oraZA(a +c)(b+d)~ A(a ¥ c)b_A(a +c)d Zamiast
skreslenia wiersza a i kolumny b moa wpis& do elementug, b) jedynk;, a na
miejsce reszty elementow wiersadub kolumnyb wpisa& zera. Ta operacja
jest tatwa do wykonania dla programéw zawigeggh operacje symboliczne
(MatCad, MatLab itp.).

Wspoélra cechy algorytméw opartych na metodzie Cramera jest
konieczndé¢ obliczenia wyznacznikow i podwyznacznikdédw macierzy

3. Obliczanie wyznacznika macierzy

Liczne algorytmy obliczania wyznacznikéw ama podziek na dwie grupy
ze wzgkdu na stosowanie lub nie operacji dzielenia liczb.



82 R. Dmytryszyn

3.1. Algorytmy bez dzielenia

Popularnym algorytmem obliczania wyznacznika magiebez stosowania
operacji dzielenia, jest metoda permutacji [7], aevéez metod, Leibniza [8]

m Inv ..
detA 22(—1) Bil,kl BiZ,kZ D..@.n’kn , Ki 7—‘kj, 1) D{l n}, (3)
1=1

gdzie:m - liczba sktadnikow wyznacznika (dla macierzy geimm = nl),
Inv — liczba inwersji w permutacjiky, k2,...,kn,
a — element macierzy, wybranyi-tego wiersza oraig-tej kolumny.

Zaleh, metody permutacji jest analityczdo wzoru do obliczenia
wyznacznika, zawieragego wyhkcznie operacje mrenia, dodawania i
odejmowania. Taki wzér mma fatwo przetwarZzaw programach algebry
komputerowej (raniczkowa, faktoryzowa itp.). Sung (3) mazna przeksztaici
obliczeniowo tak, aby wygpowato w niej tylko jedno odejmowanie, poniewa
w przypadku macierzy o liczbach rzeczywistych niea rproblemu z
dodawaniem osobno dodatnich i osobno ujemnych siad sumy (3). Po
zakaiczeniu obliczania wszystkich permutacji wystarcegign raz wykona
operacg odejmowania. W przypadku zespolonych macierzyaygbezeznaczg
cztery komorki (dwie — na €&ci rzeczywiste i dwie — na e&i urojone), co nie
Zmienia istoty sprawy.

Pokaemy na przyktadzie mnitiwos¢ oceny dokiadnai obliczea
wyznacznika. Do testéw wybierzmy klasygamacierz Hilberta. Przypomnijmy,
ze macierz Hilbertanxn zawiera elementy w postaci utamkow zwykty¢h:=
1/(i+j-1), dlai, j = 1..n. W Tab. 1 pokazano macierz Hilberta stopni&§.(

Tabela 1. Macierz Hilberta 5x51€)
Table 1. The Hilbert’s matrix of 5x53g,

1 /2 | 1/3 | 1/4 | 1/5
/2 | 1/3 | 1/4 | 1/5 | 1/6
/3 | 1/4 | 1/5 | 1/6 | 17
/4 | 1/5 | 1/6 | /7 | 1/8
/5 |16 | 17 | 1/8 | 1/9

Na Rys. 2 przedstawiono dodatnie i ujemne skitagmkmutacje w
kolejnasci ich generowania dla 41 Liczba sktadnikéw-iloczynow jest znana
(5! =120).
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Wartosc¢ permutacji
0.001 1
dodatnie sktadniki
0.0005 1
I ||| Wi Il
NUMEer permutacii
0 0 ) 00 20
I | " n
-0.0005
ujemne sktadniki
-0.001 1

Rys.2. Dodatnie oraz ujemne permutacje wyznaczmi&eierzy Hilberta H5
Fig. 2. The positive and negative permutation$efrhatrix Hilbert H5 determinant

Z obserwacji wykresu wnioskujemy,e diugaé dodatnich sktadnikow
prawie rowna si dtugasci ujemnych sktadnikéw. Porownamy doktadne wgsio
wyznacznika przed i po finalnym odejmowaniu:

suma dodatnich sktadnikow +3.412510948 316716..10 2
suma ujemnych sktadnikéw -3.412510947 941787 .. 10?
po odejmowaniu +0.0000000814929.10°

po normalizacji det k= +3.74929 0000000000 ..10 *?

Niech ogdlna liczba cyfr mantysy rowna shkoto 16 (formatdouble.
Zanotujemyze w tym przyktadzie liczba ufnych cyfr mantysy)(jest okoto 6.
Reszta cyfr mantysyL] uwazana jest za stratne. To znaczg,liczba stratnych
(niepewnych) pozycji (ang.lost of digits numbejgest okoto 10.

Dla poréwnania wykonamy obliczenie wyznacznika dnjgj komaorce, tzn.
przez dodawanie i odejmowanie sktadnikdw-permutagji kolejnaci ich
obliczenia. W tym wypadku krytycznym odejmowanielkamato s¢ ostatnie,
tzn. pomédzy ostatnim sktadnikiem, a sanpoprzednich skiadnikéw. Oto
wynik przed i po odejmowaniu:

ostatni permutacyjny iloczyn + 3.1999999 99999999 M0
suma poprzednich 119 permutacji - 3.1999999 62507049 10
roznica @ lewych zer mantysy) 0.0000000 37492950 M0
po normalizacjidet H; = +3.749295000000000 [0

Plus/minus sktadniki w dwoch eksperymentaghiéne, jednak ostateczny
wynik jest prawie jednakowy. W drugim obliczer@u= 7, aL = 11. Wniosek
jest wiec das¢ niespodziewany: sortowanie permutacji na doddtmiemne, w
tym przyktadzie, nie przynosiadnej korzyci w sensie dokladroi oblicze.
Dla porownania w MAPLE 5 R4 obliczona doktadna w&irtdet Hs wynosi
3.7492951325150871636... 102,
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3.2. Algorytmy z dzieleniem

W przypadku konieczr$gi obliczenia wszystkich potencjatow wg (1) warto
zastosowa programy matematyki stosowanej w ramach metod ngsmeych,
ktére przewidy operaci dzielenia liczb. Jedn z popularnych metod
uzywajacych dzielenia jest metoda eliminacji (redukcji) uSsa, ktora
wykorzystuje obliczenia ,prosto” i ,wstecz”. Rekueyjny wzér eliminaciji
Gaussa na odcinku ,prosto” wygla nasipujaco

(1) rx")
(r+d) — (r)_aw,r mr,k (4)
kT “wk (ry o
a,
gdzie:

r = 1...n=1 — krok eliminacji (redukcji) macierzy,

w = 2...n — kolejny wiersz macierzy,

k = 2...n— kolejna kolumna macierzy.

W wyniku pierwszej fazy oblicze(prosto) otrzymujemy macierz w postaci
gornej tréjlkatnej, dla ktorej wyznacznik réwnaesiloczynowi diagonalnych
elementéw. W Tab. 2 pokazano wygl macierzy do i po eliminacji, dla
przyktadun = 4.

Tabela 2. Macierz do redukcji Gaus#g { po redukcji Ag)
Table 2. MatrixA before Gauss reduction, the matrix after of reiducA¢)

81 | Ao | Q13| Ay &1 | &p | &3 | Ay
A= o1 | By | B3| Ay A= SERIEIES

831 | 837 | 833 | Agq 0 0 | a5 ] as”

Q1 | Qo | Q3| Ayy 0 0 0 a44(3)

Po ukdiczeniu eliminacji macierzy dét = a;1-a,,™" -ags® -au®.
Prostota algorytmu eliminacji Gaussa, podczas péti@ wyznacznika
macierzyA ., ujawnia st przy jego zapisie wegyku PASCAL

forr=1ton-1
for w:=r+1 to n+1 do
for k:=r+1 to n+1 do
Alw,K]:=A[w,K]-A[w,r*Alr,K)/A[r,r];
detA:=A[1,1];
for i:=2 to n do detA:=detA*A]i,i];

gdzier, wi k oznaczaj to samo, co w (4).
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3.3. Poréwnanie algorytméw

Korzystne jest poréwnanie dwdch sy podanych algorytméw ze wzglu
na dlugé¢ mantysy, wymaganej podczas obliczania wyznacznikow
jednakowych macierzy ze zmienno-przecinkowymi rgedgtymi elementami.
Znowu wybierzemy do testowania macierze Hilbertia ktorych kdziemy
obliczat wyznaczniki ha podstawie vigj opisanego algorytmu permutacyjnego
Leibniza oraz metodzie eliminacji Gaussa. Badaniaegrowadzimy w
programie PASCAL dla formatextended

W wyniku bada komputerowych okazato gize algorytm Leibniza radzi
sobie z obliczeniem wyznacznika do stopnia 6 (Tab.Jednakowe, starsze
pozycje mantysy pogrubiono. Dla= 7, w formacieextended dodatnie oraz
ujemne skfadnikigporownywalne, dlatego wynik jest fatalny (zero).

Tabela 3. Poréwnanie dodatnich i ujemnych sktadmiteyznacznikéw macierzy Hilberta stopnia
56i7

Table 3. Comparison of the plus and minus additadrdeterminant of the Hilbert's matrix for
ranks 5, 6 and 7

n=5 n==6 n=7
+ 3.412510948316716e-02 1.570165751140362e-02 | 7.12156929694698e-03
- 3.412510947941786e-02 1.570165751140363e-02 | 7.12156929694698e-03
det | 3.74929511807835236e-12| 5.3752710832757899¢e-18 0

Nizej, w Tab. 4, podano wast wyznacznikéw dla tych samych macierzy,
obliczone wg algorytmu Gaussa, rownie PASCALuU, dla formatu extended.
Jednakowe cyfry mantysy, podobnie jak w Tab. 3tatgspogrubione. Dla
poréwnania zanotowano doktadne waéacio wyznacznikdéw, policzone w
programie MAPLE. Jak wida algorytm Gaussa pokazal debdokladndé,
nawet podczas obliczania det. H

Tabela 4. Poréwnanie wakth wyznacznikdw, obliczonych doktadnie (MAPLE) oralgorytmem
Gaussa

Table 4. Comparison of the calculated determingamexisely (MAPLE) and by Gauss’s algorithm

n=5 n==6 n=7
MAPLE |3.7492951325150e-12 | 5.367299887358688e-18 | 4.8358026239261e-25
Gauss |3.7492951325150e-12 | 5.367299887358365e-18 | 4.8358026239262¢e-25

Poréwnamy algorytmy Leibniza i Gaussa.zlg z nich, jak zwykle, ma
wady i zalety. Zalet metody Leibniza jest otrzymanie wzoru wyznacznika
formie analitycznej, o czym wspomniano wézej. Oprdcz tego, ciekawa
wiasciwos¢ polega na tymze przy pewnej diug@i mantysy mana otrzyma
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absolutnie dokfadn warta¢ wyznacznika dla_catkowito-liczbowe] macierzy.
Wymagana ditugd@ mantysy fnd) jest réwna (okotoh razy liczba cyfr mantysy
catkowito-liczbowych wspotczynnikéwnid > nih..,,). Natomiast istotsn wacy
metody Leibniza jest szybki wzrost liczby skladnikévyznacznika, ktéra dla
macierzy petnych wynosi! Poniewa macierz admitancyjna realnych obwodoéw
elektrycznych jest wypetniona jedynie w okoto 308tgatego metogl Leibniza
mozna stosowa do obwodow zawieragych nawet do 20-30 amtow. Przy
okazji naley wymieni algorytm Feussnera [9, 10], ktory pozwala wieltki®
zmniejszy liczbe operacji arytmetycznych we wzorze wyznacznikakitidi do
tysiecy razy, dztki zastosowaniu hierarchicznej dekompozyciji grafitvwodu.
W wyniku powstaje wielo-nawiasowy wzor. Oto progiszyktad: rozwingty
wzOr wyznacznika Y-macierzy klasycznego obwodu w postaci mostka
Wheatstona, zawiergjego 5 admitancjig, b, c, d, § posiada 23 operacje
arytmetyczne

DetY = abe + cae + cbhe + dab + dac + dae + dbc + dbe.

Podany wzér mze by otrzymany z macierzy za pomog symbolicznych
operacji, dosipnych w programach typu Mathcad, MatLab itp. Na&shivielo-
nawiasowy wzoOr Feussnera zawiera prawie dwa razyiejmoperaciji
arytmetycznych (12 operacji)

DetY =e(c(a + b) + ab) + d((e + c)(a + b) + ab) (5)

Wazne jestze na dzié dzisiejszy nie jest znany program matematyczny (w
tym MATHEMATICA) z opcjami symbolicznymi, ktéry padzi sobie z
uproszczeniem wagj podanego wzory w postaci bez nawiasowej do pbsta
nawiasowej, jak to uczynit algorytm Feussnera, @kothpozycji grafu obwodu!
Algorytm Feussnera nie nadajeg¢ siednak do nawiasowego uproszczenia
dowolnego wyraenia algebraicznego.

Zalets metody Gaussa jest minimalna liczba operacji agygwenych
(okoto n%3). Wada polega na hierarchicznym weaiu podwzoréw, co
komplikuje jej analityczne zastosowanie. Oprdcz ote@lgorytm Gaussa
praktycznie nie mge — podobnie do algorytmu Leibniza dokfadnie obliczy
wyznacznika catkowito-liczbowej macierzy. Do tegoymagana bytaby
nieskaiczona mantysa podczas modelowania operacji dzéeleni

4. Ocena uwarunkowania oblicza

Istotny posip w szybkdci obliczer oraz ilgci pamgci nowoczesnych
komputerow nie wplyat istotnie na zwikszenie doktadni obliczer. Problem
doktadndci obliczen wyznacznika mgna pokazé na przyktadzie macierzy
Hilberta (Tab. 5). Pogrubianczcionk zaznaczono poprawne cyfry mantysy,
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otrzymane w programie MAPLE. Jak wida tabeli, zaczynag od macierzy
Hi1x11, przy wykorzystaniu profesjonalnych pakietow tyllathCad, MatLab,
wyniki sa obarczone diym bldem. Dla poréwnania, obliczenie tych samych
wyznacznikéw w srodowisku PASCAL, z wykorzystaniem maksymalnej
mantysy é€xtendell pozwolito otrzymé doktadniejsze wyniki. Z tego
wnioskujemy, ze w nowoczesnych programach, przeznaczonych gtowaie
numerycznych obliczeinzynierskich, nadal jestywana dokfadn& double
Istnieje wkc konieczné¢ obiektywnej oceny dokiadgoi obliczenia
wyznacznika macierzy. Dla sprawdzenia tej dokiddnanozna wykorzysta
znany wskanik uwarunkowania macierzy (WUM) [11, 12], ktory mvetodach
numerycznych ma zastosowanie dla oceny dokismnmzwiazywania wyej
notowanego (2) systemu liniowych algebraicznychmr@wSLAR). WUM jest
wspoétczynnikiem wzmocnhienia ddu w trakcie obliczania wektord, w
zaleznosci od bkdu w danych wektorB oraz niedoktadrnii macierzyA.

Tabela 5. Wyznaczniki macierzy Hilberta [det Hnxn]
Table 5. The determinant of the Hilbert matrix

MAPLE MathCad 6 | MathCad 15 | MatLab PASCAL
n (precisely) | (double) (double) (double) | (extended)

det Hoxo0™® | 9.720234312 | 9.72027340 | 9.7202716438 | 9.7203 | 9.720234314

det Hioo053 | 2164179226 | 2.16438968 | 2.1644385324 | 2.1644 | 2.164179334

det Hy1,q,(10°% | 3.019095334 | 3.02799443 | 3.0265052167 | 3.0273 | 3.019102411

det Hipo1078 | 2.637780651 | 2.70240144 | 2.8503634897 | 2.8581 | 2.637965032

det Hyzqs10°%? | 1442896518 | 1.87070764 | 3.0135327695 | 4.4480 | 1.445036161

det Hyaxa[101% | 4.940314914 | -532.618393 | -351.16701385 | -39.220 | 5.039172101

det Hisqs1072* | 1.058542743 | -40701.4442 | -39397.218029 | -21903 | 9.554398512

WUM pozwala oszacowagorm granie; biedu, rownie: podczas obliczania
wyznacznika macierzyA. Dokfadniej, wskanik uwarunkowania wyra
maksymalny stosunek dmu wzgkdnego wektoraX do wartdci bledu
wzglednego wektoraB. Im wiekszy jest wskanik uwarunkowania, tym as
wigksze niestabilniei podczas rozwzywania SLAR. WUM nie uwzgbnia
btedu zaokgglenia, ktory jest ceehalgorytmow obliczeniowych. W metodach
numerycznych wskaik uwarunkowania odgrywa wima role. Wyzej
wymienione zagadnienia nale do pogé¢ klasycznych, opisywanych w
podrcznikach [11] i poradnikach [7] z metod numeryczmyc

Uwaza sk, ze zmiana wektoraB o wielkas¢ AB powoduje zmiag
szukanego wektord o wielkas¢ AX. Rownanie (2) wyalda wtedy nagpujaco:
AIX+AX) = B+AB. Wowczas
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WUM = condA = 5—X (6)
oB

gdzie g X = % — stosunek normy wektosX do normy wektora,

OB = "_ - analogiczny stosunek dla wektdsa

Dla uproszczenia obliczenia WUM wykorzystuje siormy lub wartéci
wlasne macierzy

condA = |A[| AT lub coné = Prad/ Wil )

Praktyczna korz¢ ze stosowania WUM polega na #iwosci gornej
oceny b¢du wzgkdnego wg (6). Innymi stowy, coidpokazuje wzmocnienie
lub wrazliwos¢ wektoraX na zmiany wektord. Im wigksze cond, tym do
obliczer nalezy wykorzystd ,drozsz” arytmetylke, tzn. o wekszej diugdci
mantysy. Z WUM mana okréli¢ liczbe stratnych cyfr () w oX, zarébwno w
dziesetnym, jak i w dwoéjkowym formacie [12]

Lo <Ig (condA) Ilub L;<log, (condA) (8)

Znajac liczle pewnych cyfr mantysy nominalnych (startowych) st
elementéw macierzyn{d), tatwo oblicz¢ liczbe pewnych (ufnych) cyfr w
odpowiedzi Q). NiechQ oznacza dobkoliczby zdefiniowan nastpujaco

Quo=md-Lyp lub Q=md-L, L<md (9)

W nastgpnych wzorachQ i L oznacza donmiynie Qo i Lip. W Tab. 6
obliczono kilka wartéci WUM jako con@(Hnn) przy wykorzystaniu normy
Frobeniusa, oraz podano liezbstratnych pozycji mantysyL). Kolumny
-MAPLE” i , L” sa dokladne. Natomiast kolumna ,Mathcad 15", w poréwinl
Z pierwsz kolumma, zawiera niepewne cyfry mantysy, zaznaczone nie
pogrubiora czcionky. Z obserwacji Tab. 6 wynikae programici MathCad 15
powinni zakomunikow& ERROR juz przy probie obliczenia cond(h;»),
bowiem w tym przypadkl = 16.243. To oznaczae w wyniku obliczé liczba
nieufnych (straconych) cyfr jest gkisza nk 16 cyfr mantysy w formacidouble
<16, tote obliczenia g beznadziejne.

Wartas¢ WUM zalezy od wykorzystywanej w trakcie oblicaenormy (7).
Na przyktad, norma m@ by maksymala sumy modutdw wierszy lub
kolumny, pierwiastkiem sumy kwadratow itp. Oto gdad dwoch popularnych
norm:|l-norma oraz norma Frobeniusa:
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n n
Al =ma ;aj] Al JzT (10)

Dla sprawdzenia wptywu gdych norm na wartg WUM przeprowadzimy
kilka obliczen nad wspomnianymi wyej macierzami Hilberta (Tab. 7).
Otrzymano rane wartdci dla jednakowych macierzy. Jakie wadioWUM sa
w takim razie poprawne? Zauway, ze wartéci WUM, wg normy Frobeniusa
oraz ze stosunku watim wtasnych, g bliskie, co przemawia na korgynormy
Frobeniusa. Obliczenia w Tab. 7 przeprowadzono pangm programu
MAPLE, ktéry jednak nie radzi sobie z obliczenientU¥ dla macierzy Hooxi0o
w realnym czasie (co oznaczono trzema gwiazdkami).

Tabela 6. Obliczenie WUM w MAPLE i MathCad 15
Table 6. Calculation of condition number of matixMAPLE and MathCad 15

0 MAPLE Mathcad 15 L
(doktadnie) (double)

CondrHoxo10™  |5.01731437 5.017293 11.7
CondeH10x1010"® |1.633391254  |1.633232 13.213
CondeH11q:[10™ |5.339968133  |5.324281 14.728
CondgH12:2[10"® |1.751775097  |1.635091 16.243
CondrHi3as10" |5.763122228  (4.441384 17.761
CondrH14x14010"° |1.900574804  |2.24992 19.279
CondrHisas10%° 6.280721296  |3.938048 20.798
CondeH1gs10%2 |2.079274067 error 22.318

Jak widzimy, wartéci condHg oraz con#li, réznia sie coraz bardziej. Wraz
ze zwkkszaniem stopnia macierzy Hilberta,zmica wartéci odpowiednich
wskaznikow uwarunkowania powksza s¢. Dla n = 100 con#i = 3.776,
natomiast cond, = 0.1267. Stosunek wynosi prawie 30. Istnieje (awbw
odnalezieniu skutecznej oceny zastosowania odpowgpdormy do obliczenia
WUM. Jakiej wartéci WUM nalezy uzywac: najwigkszej czy najmniejszej?

Celem niniejszego artykutu jest zaproponowanie ohetdoktadniejszego
obliczania wskanika uwarunkowania wyznacznika macierzy (WUWM). el
zaznaczy, ze znany WUM dotyczy gtéwnie obliczenia uwarunkoveani
rozwiazywania SLAR i zalgy od wartdci wektoraB. Natomiast nowy WUWM
ma prostsze zadanie — obliézywarunkowanie wyznacznika macierzy. Dla tej
samej macierzy WUN: WUWM.
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Tabela 7. Réne wartéci WUM w zaleznosci od wartdci wkasnych i rodzaju normy
Table 7. Different values of condition number oftrxa

4 ma
n condH. | condHg Amin
Hsxs *10" | 94.366.. | 48.085.. | 47.661..

Hexs *10° | 338.73.. | 154.94.. | 152.58.
Hizaz | *10™ | 4.1155.. | 1.7518.. | 1.7132..
Hsoxso | *10™ | 4330.3.. | 1500.9.. | 1422.9..

Hiooxioo | *10*° | 1267.2.. | 405.37.. | ***

4.1. Wyprowadzenie wzoru do obliczenia WUWM

Do szukania poprawnego rozwmania problemu oceny dokfadioo
obliczenia wyznacznika nadajee spodegcie statystyczne (badania Monte
Carlo). Przy losowej zmianie elementow macierzyspdysja (rozrzut) lub
odchylenie standardowe wasto detA ,,gorszej” macierzy &dzie wiksze (Rys.
3). Obliczenie wzgidnego b¢du statystycznegéyen przeprowadzimy tak

UdetA
detA —

detA,

: (11)

gdzie: def\, — warté¢ oczekiwanagrednia) deA,
Ogen - 0dchylenie standardowe o szer&d@o.
Wartas¢ detA, z prawdopodobigstwem wynoszcym 99.7 %, migci Sig
wtedy w przedziale od (d&f — Ogetn) dO (deB g + Ogetn)-
Wyprowadzenie wzoru prawdopodohsdwa dla obliczenia WUWM oparte
jest na zastosowaniu funkcji wielu zmiennych [7]

y=f (X0, X000 %) (12)

Dla uproszczenia przyjmujemye zmiennexs, %,...,%, Sa hiezaleéne oraz
ich odchylenia standardowe wzdhe &, &, ..., & Sa jednakowe.

Po rozwinkciu (12) w szereg Taylora oraz zignorowaniu mnigibszsktadnikéw
otrzymujemy wzor odchylenia standardowego funkcji

(13)
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Zanotujemy zalnos¢ pomkdzy bezwzgidnymi oraz wzgidnymi
Zmiennymi w postaci

Oy = X [y, i=1..n

gdzie d; jest wzgkdnym standardowym odchyleniem zmienxkej
Zamienimy w (13)o,; nax J,

]

S\ 0%
Poniewa przyjeto, ze &; = &,=...= &, to

0=8.03 x| 14)

Przepiszemy (14) dla funkcji wspotczynnikowe; wyznacznika
nieosobliwej macierzyA

2
o(detd)
O e :§X (15)
detA I;][ aa” JJ
Wykorzystamy znam z algebry [13] zaknos¢ pomiedzy pochoda a
minorem macierzy: o(der) _ =Mij,
& j

gdzieMij — odpowiedni minor macierZy. Wtedy

n =6 20 3 )7 =00 2 P =51, (16)
i,j= i,j=

gdzieMjj &j = dij oznacza element iloczynu po wspétimych pom¢dzy macie-
rza M orazA.

Elementyd;; tworzy macierz Hadamarda. Pierwiastek z sumy kwadratow
elementéw macierzp oznaczaze jest to norma Frobeniusa macierd|d|
Poniewa macierz odwrotna jest transponowamnacierz z elementamiMi_ to

deA
po poréwnaniu (16) z (8) oraz (11) otrzymamy wziar stratnych cyfr mantysy
(L) po obliczeniu wyznacznika macierzA. Wzo6r ten jest fatwy do
zaprogramowania w MathCad lub w MatLab.
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L <Ig(JA™AT]), 17)

gdzie AAT (dwa kropk) oznacza macierz iloczynu po wspétinych
(macierz Hadamarda). Indekgak, jak w poprzednich notacjach, oznacza obli-
czenie normy macierzy Hadamarda wg Frobeniusa.

Poréwnugc wzory (8) i (17), otrzymamy nowy wzor dla oblicia
WUWNM. Indeks p oznacza,ze wzor wyprowadzono na podstawie pddig
probabilistycznego

condAp= A AT|E (18)
4.2. Badania Monte-Carlo

Dla potwierdzenia poprawnego rozgania problemu oceny dokladitd
obliczenia wyznacznika zastosujemy pddig statystyczne (Monte-Carlo). Jak
wyzej powiedziano, przy losowej zmianie elementow mmi, odchylenie
standardowe warfoi detA ,dobrej” macierzy bdzie mniejsze (Rys. 3).

pidetAt) —
gestosé prawdopodobienstwa pldetA2)
'
doy=3oq
condAs = condA:
|” | tzn. A1 ,gorsza® od A2

dethl me |” 98.73 % || dethl me detd? o
a0
-
‘ 351
deth1, detAZ;

Rys.3. Badania Monte-Carlo obliczenia wyznacznikéwipgeh macierzyAl i A2

Fig. 3. Research of the calculation of determinagtMonte-Carlo method for some matrices
andA2

Obliczenie wzgldnego bidu statystycznego przeprowadzimy wg (11).
Wykorzystamy generator liczb losowych o rozklada@malnym dla losowej
zmiany elementéw macierzy. Jako test znowu wykdeagg macierz Hilberta.
Zmiarg kazdego elementh macierzyHnxn przeprowadzimy tak

hij = hoy(1 +kea), i,j=1..n,

gdziehg; 0znacza wart@ nominalr, elementih; macierzy Hilberta.
Po ocenie obliczeprobnych wybrano:
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a=10" k=-20,-19,...-1, 0, +1, ...+19, +20

Wspéitczynnik k jest tworzony z  wykorzystaniem  specjalnie
zaprojektowanego generatora liczb normalnych dysiol w zakresie20, jak
zanotowano wjej. Generator zaprogramowano wzyku PASCAL z
doktadndcia extendedv srodowisku DELPHI.

Na Rys. 4 pokazano dwa histogramy kadstatystycznych macierzy
Hilberta stopnia 4 i 10H4x4, Hiox19. Z lewej strony, obok kalego histogramu,
wydrukowano liczniki trafi@ w odpowiednie stupki histogramu. iKdy stupek
odpowiada pewnemu zakresowi wadiowyznacznika. Suma licznikow jest
rowna liczbie préb Monte-Carlo (1 min). Pod zBgm histogramem
wydrukowano liczk straconych I{) oraz pewnych @) cyfr wartaci
wyznacznika, przy diugai mantysymd = 21. Widzimy, ze srednia wartéc¢
wyznacznika macierzi 44 zawiera wgcej pewnych cyfr (pogrubiona czcionka)
w poréwnaniu z wyznacznikiem macierayg oo Wydrukowano rownie
doktadne wartéci wyznacznika, obliczone w MAPLE (Det) orazedni
wartas¢, otrzymam metod, Monte-Carlo (Def). Jakd¢ bada statystycznych
potwierdza wskanik asymetrii histogramu, jako jedynka minus stesusumy
lewych stupkéw do sumy prawych (w procentach).

II| 10x10 I

L=17.83, Q=317

7 21

54 110
300 521
1407 1942
5218 8517
15476 17512
37286 39917
73323 75872
119324 118045
160298 156594
175433 169475
159723 154353
118896 118514
73500 74732
37456 414 JO658
15361 17660
5111 _mm .-_5535
1;?5 L=9.31, a =11.69 453
Dt = 1.6634391534391542.7

a0 Det = 2.164179226431491e-53

53 EIEt-:—1 653439153439241e-7 Doty = 2AB41CE oo eds | b

s asym= 011 % 13 asym = 0.383 %

Rys. 4. llustracja do statystycznej oceny doktddnabliczenia det, i detH o
Fig. 4. The illustration about the statistical esttion of calculation precision of both Hatand
detHqo

Na Rys. 5 pokazano znormalizowane oraz wygtadzongkresy
odpowiednich histogramow dla zakresu odHigf do deH o0 Kazdy wykres
posiada wilasp skak wartagsci wyznacznika (oznaczanjako s4 — s10).
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Widzimy, ze wyznaczniki wyszego rzdu wymagag wigksze] doktadngci
obliczen.

T Gestase _ —
prawdopodobigstwa

Hiomin Hiomax $10
Homin I' ‘\ 0 Homa>s9
(27— 7] N~ T~ Hemax —>58
e 7 7 1 T T\~ Hm s7
Hone - ] '~ \ S - T6max 6
Hsm ._J detHg L. 5max S5
H4m|n H4max 54

Rys.5. Histogramy obliczenia di&t - deH ;, metod, Monte-Carlo
Fig. 5. Histograms of def, - det , calculation by the Monte-Carlo method

4.3. Poréwnanie bada analitycznych i Monte-Carlo

Otrzymane wartici WUWM poréwnamy i ocenimy w oparciu o wyniki
bada nad macierzami Hilberta (Tab. 8). Kolumna cdpdoraz nasfpna a
przepisane z Tab. 4. Dalej Caotel oznacza warke WUWM obliczora na
podstawie nowego wzoru (18). Cdthgloznacza warkge WUWM obliczora na
podstawie wyej opisanych badsastatystycznych Monte-Carlo.

Z poréwnania kolumn wnioskujemge:

wartasci w kolumnach Conldr i CondHs 51 bardzo bliskie oraz mniejsze
od wartgci pokazanych w poprzednich dwéch kolumnach,

ze wszystkich kolumn za najbardziej wiarygedralery uwazac CondHs,
opart na probach statystycznych.

Z tego wynikaze wiarygodné¢ WUWM, obliczonego wg wzoru (18) jako
CondHp, jest wysoka, co potwierdzgpadania statystyczne (Cdtig).

Wykorzystupc (17) maemy obliczy liczbe stratnych cyfr () dla r&znych
wyznacznikéw macierzy Hilberta. Na przyktad, prajliozeniu detlg,g tracimy
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okoto 9 cyfr dziesitnych. Wystarczy doktadsé double Dla obliczenia
detH 1,41, tracimy okoto 15 cyfr, dlatego nale uzy¢ doktadndci extended Dla
detHsq.50 Nalezy stosowa arytmetyk oparty na wykorzystaniu mantysy diszej
niz 72 cyfry dziesitne, a dla détgox00- Wickszej nz 149 cyfr. Dwie gwiazdki
oznaczg niedostateczrigé dla obliczé doktadndci extendedTrzy gwiazdki,
jak poprzednio, oznaczgibyt dlugi czas oblicze

Tabela 8. Por6éwnanie klasycznych i statystycznyaiceen WUM i WUWM dla przyktadu
wyznacznika macierzy Hilberta

Table 8. Comparison of classic and statistical datmns of WUM and WUWM for the example
of the Hilbert’'s matrix determinant

|A max
A min|

n condHg condHp | condHs

Hsxs *10* | 48.085.. | 47.661.. | 4.6781 | 4.6809
Hexs *10® | 154.94.. | 152.58.. | 8.3703 | 8.3726
Hizaz | *10™® |175.18..|171.32..| 5.6787 | 5.8304
Hsoso | *107% | 1500.9.. | 1422.9..| 9.7697 * x
Hiooxioo | *10**® | 405.37..| *** | 1.2283 * x

5. DODATEK

W dodatku podamy wyniki badana temat analizy i poprawy doktadco
obliczenia wyznacznika macierzy.

5.1. Rekurencyjny wzor dla obliczenia.

Pokaemy maliwos¢ rekurencyjnego obliczenia stratnych cyfr mantysy
wyznacznika (). Na pocatku przepiszemy wzér eliminacji Gaussa (4) dla
macierzy Hilberta

(r) Dh(r)
(r’lz-l) - h\(/\;|)< _ hl\l,l' r K , (dl)

7

hi,j(e) jest w ogélnym przypadku funkcpd wszystkich elementéw macierzy

(w naszym przyktadzie od elementdny...h,). Dla kazdego element “y,:l) , W

toku eliminacji, rownolegle mma otrzymé maksymalnien” pochodnych typu
(r+1)
MNuk” | diatego macierz pochodnych och(;" jest 4-wymiarowa.
ah.
ij
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(r+1)
Wprowadzimy oznaczenie pochodnej zvrlk W postaci dlel)l Teraz
j

zanotujemy, bez elementarnego wyprowadzenia, vetarencyjny

(e O iedng o o) el mty

W, TEWE hr(,rr) hr(rr)z

(" oznacza wartg elementu macierzy Hilberta w wiersan i w

kolumnie s, na mtym etapie eliminacji. Zauwamy, ze pivot-element jest
zawsze wybierany na przghej.

Opis algorytmu obliczeni& jest dosy skomplikowany, dlatego podamy
tylko wydruk odpowiedniego PASCAL-programu dia= 5. Komentarze do
programu podano w standardowym formacie (po //)

var H, Ho: array [1..5,1..5] of extended;
D //cztero-wymiarowa macierz pochodnych
;array [1..5,1..5,1..5,1..5] of extended;
r,.w,k,i,j,n: integer;
Hd, //tabela warto sci lokalnych wyznacznikéw
L, /ltabela liczby stratnych cyfr mantysy
Q, /ltabela liczba ufnych cyfr mantysy
dlit //tabela licznikbw wzoru dla delta
: array[1..5] of extended;

BEGIN
n:=5;
fori:=1tondo
forj;=1tondo
begin HI[i,j]:=1/(i+j-1); Holi,j]:=HI[i,j];
end; //koniec formowania macierzy Hilberta
for w:=1 to n do //startowe jedynki macierzy D
for k:=1 to n do D[w,k,w,k]:=1;
for r:=1to n-1 do //start obliczenia macierzy D
for w:=r+1 to n do
for k:=r+1 to n do
begin
H{w,K]:=H[w,Kk]-H[w,r]*H[r,kK]}/H[r,r];//wzbr (d1 )
fori:=1towdo
for j:=1to k do
D[w,k,i,jl:= D[w,k,i,j]-(D[w,r,i,j]
*HIr,k]+DIr,k,i,j]*H[w,r])/H][r,r]
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+D[r,r,i,j]*H[w,r*H[r,Kl/SQR(H[r,r);
end; //koniec obliczenia macierzy D
Hd[1]:=1;
for r:=1 to n do dlt[r]:=0;
for i:=2 to n do Hd[i]:=Hd[i-1]*H[i,i]; //lwyznaczn iki
/Nlokalnych m acierzy
forr:=2tondo
fori:=1tordo
forj:=1tordo
begin //obliczenie lokalnych macierzy D na prze katnych
if (i>r-1) OR (j>r-1) then
DIr,r,i,j]:=D[r,r,i,jl*Hd[r-1] else
DIr,r,i,jl:=D[r,r,i,j]*Hd[r-1]+D[r-1,r-1,i,j]* H[r,r];
dit[r]:=dIt[r]+SQR(D[r,r,i,jI*Holi,j]);
end;
forr:=2tondo
begin dit[r]:=SQRT(dIt[r]); // pierwiastek sumy
/I kwadratow
L[r]:=ABS(0.4342944819*In(Hd[r]/dIt[r]));
[Istratne cyfry mantysy
Q[r]:=15-L[r]; /lufne cyfry mantysy
end;
END.

W Tab. T1 pokazano wydruk 4-wymiarowej maciey otrzymanej po
uruchomieniu wyej opisanego programu. K@a kratka macierzy 5x5 zawiera
mniejsze podmacierze (oc1 do 55), zanotowane bigiczcionk na ciemnym
tle. Szare kratki macierzy oznacgajniezerowe wartii, tworzone i
wykorzystywane w toku oblicze Biate kratki oznaczajzerowe wartéci.

Czarne dwu-wymiarowe kwadratowe macierze na pitnek oznaczaj
liczniki elementow dla transponowanej odwrotnej iemy Hilberta
odpowiedniego stopnia

_oddetH .,

—F r=2.5 ij,=1.r (d2)
ah;

Aij

Na podstawie tych elementéw liczy sidchylenie standardowe wg (16) dla
wszystkich wyznacznikbw macierzy Hilberta, od step@ do stopnian (w
naszym przykfadzie do 5).

Dalej program liczy liczb stratnych cyfr mantysyL} dla wymienionych
wyznacznikéw, ktére dla naszego przyktadu®wvne:L(Hoyo) = 0.8495 L (Hsys)
= 2.0079 L (H4xs) = 3.3085 iL(Hsys) = 4.6701.
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Tabela T1. 4-wymiarowa tabela pochodnych dla magiéfilberta H,s.
Table T1. The 4-dimensional table of the derivafiveHilbert’s matrix Hys

aold|oclelo| ol »

o o pa —L|-h- Ll P —L|Lu'l %] —L||".:l —L|—L

5.2. Analiza odejmowania

Wyzej opisane metody oceny uwarunkowania maciegzw ¢en lub inny
sposb6b oparte na obliczeniu elementéw odwrotnejierec To oznaczaze
przy braku wystarczagej dilugaci mantysy nie da si poprawnie obliczg
odwrotnej macierzy, dlatego mylniedzie obliczony WUWM. W zasadzie,
mozna doktadnie oblicZdy WUWM, jednak to wymaga zastosowania programu
MAPLE, co nie zawsze jest fatwe.

Dla szacunkowej oceny uwarunkowania macierzy, béasosvania
macierzy odwrotnej, mma zaproponowaanalizz odejmowania liczb w czasie
obliczania wyznacznika. Pierwszy sposéb wyplywa ¥zey opisanego
algorytmu bez dzielenia (Leibniza) (patrz p. 3.Bpréwnujc liczby przed
ostatnim odejmowaniem oceniamy ligzbtarszych jednakowych cyfr mantysy
(L). Gdy okae sk, ze ta liczba jest bliska diuga mantysy, to znaczye dalsze
obliczenia nalgy albo przerwa i uzy¢ dluzszej mantysy, albo wykorzysta
program typu MAPLE.

Podobny sposéb analizy odejmowaniazme stosowé i w algorytmach z
dzieleniem (metoda Gaussa, patrz p. 3.2). Wystajoagerwowa” dodatnie i
ujemne sktadniki we wzorze eliminacji Gaussa (4).Téb. 7 i na Rys. F1
pokazano wyniki analizy odejmowaorzy rekurencyjnym obliczeniu elementu
h,1x21 Macierzy Hilbertadd ;14,4 Na kazdym etapie redukcjir(= 1...20).
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Tabela T2. Odejmowania przy obliczeniu elemédnty,, przy eliminacj Gaussa

Table T2. Subtractions during the calculation & ¢femenh,,,,, by the Gauss reduction

r=1, P= 0.2439024390e-1
M=_0.0226757369e-1

P-M= 0.221226702e-1
P/M =10.75609756

r=3 +0.1650058666e-1
—0.0639436723e-1
=0.1010621943e-1

P/M = 2.580487805

r=5 +0.5070655235e-2

—0.2993714851e-2
=0.2076940384e-2
P/M =1.693766938

=7 0.6912893291e-3
—0.5054282749¢e-3
=0.1858610542e-3
P/M =1.367729831

=9 0.400644364e-4
—0.332044140e-4
=0.068600224¢e-4

P/M =1.206599713

=11

0.9222919015e-6
—0.8263197994e-6
=0.0959721021e-6

=13 0.7591543235e-8
—0.7145391934e-8
=0.0446151301e-8

P/M =1.062439024

=15

—0.1835549817e-10

0.1891125758e-10| =17

P/M =1.116144019
0.1072066756e-13
—0.1059537123e-13

=0.0055575941e-10
P/M =1.030277544

=0.0012529633e-13
P/M =1.011825573

=18 0.1252963338e-15
=0.1245154010e-15
=0.0007809328e-15

P/M =1.006271777

19 0.7809328285e-18

=0.7788790932e-18

=20 0.2053735249e-20

—0.2052451665€e-20

=0.0020537352e-18

=0.0001283584e-20

P/M =1.002636783

P/M =1.000625391
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Rys.F1. Stosunek dodatniego (P) do ujemnego (Midslka elementt,; »;
na kadymr-kroku eliminacji Gaussa

Fig. F1. Mutual relations of the positive (P) ahd hegative (M) items by the evargtep with
the Gauss elimination of the elemégf »;
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5.3. Poprawa dokfadndci obliczenia wyznacznika

W poprzednich rozdziatach celem baAddyta analiza dokfadrioi
obliczenia wyznacznika macierzy oraz nowa metodanagzenia wskanika
uwarunkowania wyznacznika macierzy. Jednaksgym celem jest poprawa
doktadndci obliczen wyznacznika. Pokaemy talk mazliwos¢é podczas
obliczania wyznacznika metgdedukciji Gaussa [14, 15, 16].

Idea maliwosci poprawy doktadnéxi obliczer polega na wykorzystaniu
dwoch czynnéci: wprowadzeniu dodatkowej kolumny do analizowanej
macierzy oraz réwnolegtej macierzy dobr@gi i wykorzystanie informacji o
doktadndci Q lub stratnéci L elementow Kkolejnego wiersza, w trakcie
eliminacji Gaussa, w celu zamiany mniej doktadnelgonentu.

Przyjmujemy,ze macierzA stopnian nie jest osobliwa oraz wspétczynniki

('ﬂ s liczbami rzeczywistymi, gdzier, k= 1.n — numer wiersza (kolumny). Z
macierzyA tworzymy rozszerzanmacierzAq, zawierajca wszystkie elementy
macierzyA oraz dodatkow kolumrg n+1. Suma elementéw w kdym wierszu
macierzyA4 powinna by zerowa, dlatego kala kratka wA4 jest rowna sumie
wszystkich elementéw odpowiedniego wiersza, alezegwnym znakiem

n
0 _ 0
ald = kz aQ, w=1n (d3)
=1

Mozliwos¢ poprawy doktadnei metody redukcji Gaussa polega na tym,
po kazdym krokur redukcji macierzyA4 przynajmniej jeden element wiersza

a\(,JkJ’l) , k =1...n+1 mazna obliczy¢ innym sposobem, na podstawie §gigvosci
d3), tzn.

n+1
1) 1
i =- Al (d4)

j=r+1,j #k

gdzie:r =1.n-1, w=r+1.n, k=r+1.n+1.

Jak zaznaczono, idea nowego algorytmu polega ndiwmedci zamiany
niedoktadnego elementu w kolejnym wierszu maciefzy Niedoktadnéc¢
ocenia s na podstawie odpowiedniej wasth w réwnolegtej macierzy (lub
L), w zalendsci od tego, ktory z elementéw, obliczony wg (4) lwly (d4),
bedzie zawierd wigksze Q (lub mniejszel), ta liczba kdzie wpisana do
macierzy. Nowa metoda nigdy nie okamidoktadnéci obliczer wyznacznika, a
moze ja tylko podnigc¢.
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Dla ilustracji poprawy doktadrei redukcji Gaussa wykorzystamy obwod
elektryczny w postaci wzmacniacza na tranzystoRgs( F2). Pomijaic
szczeglly zwizane z modelowaniem liniowych obwodow elektrycznych
metod, potencjatow wztowych [5], zapiszemy dla obwodu macierz admitancj
Y. Z macierzyY utworzono maciery 4, w ktorej dodano, zgodnie z (d3)api
kolumre. Oprocz tego, réwnocgeie utworzono macierz dobroci licz®, z
jednakowymi elementami o waém 7. To oznacza,ze dane weagiowe
zawieray 7 poprawnych (ufnych) cyfry mantysy. Celem hadmmerycznych
jest analiza jakéxi obliczenia wyznacznika macier2yf wg wzoru Gaussa (4).
Rownoczénie liczy st macierzQ.

al Rz =1 4 g1=1/R1=1,g2=10%, g3 = 10,

1 g4 =10% ga=10, g=2 [Simens]
Ry=10 2
R. =100k fs =010
0
b) c)
1 2 3 4 1 2 3 4 5
Ilgl+g2+gd o [-g1| -g2@ 1000011 o |- 0% | 103
4 - g+gh| o 0 -2 12 | o a0 -10
Y= YYo=
EN o [g1] o I o |1 o 0
4 gg2 | g | o |g2+g3 #11.999999 -2 | 0 ]0.000101) -0.0001

Rys. F2. Przyktad obwoda), jegoY-macierz £) oraz dopetniona macield (c)
Fig. F2 An example of circuitj, its Y-matrix (b) and expandedd-matrix (c)

Testowe obliczenia wykonujemy za pomo@rogramu MathCad, z
doktadndcia double Z powodu ograniczenia artykutu paemy tylko wane
dla algorytmu fragmenty oblicae

Obserwujc proces redukcji krok po kroku rima zauway¢, ze istotnym
momentem redukcji macier2y jest obliczenie elementu na pragtej w kratce
(3, 3), podczas redukcji elemerdy;. Dobra elementuQs; ;3 = 1.6. Porownanie
tej dobroci z dobroaireszty elementéw trzeciego wiersza pokazigeelement
y33 obliczony jest z mniejgzdoktadndcia w poréwnaniu z innymi elementami
macierzyY, na pierwszym kroku redukcji. Gtowmprzyczyr niedokladnéci
jest odejmowanie prawie rownych liczb:

Y33 = y33—y31@13/y11 =1-11/1.000011 = 1-0.999989 = [11([[5

Po ukaiczeniu redukcji, wg klasycznego algorytmu Gaussgznacznik
ma wart6¢ det = 2.0013320° oraz dobré Que: = 1.49.
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Obliczymy teraz ten sam elemepg alternatywnym sposobem wg sumy
(d4)

Y23 = —(aa + y35) = 9.99989107+9.9998%10° = 1.099987A0°.

Teraz dobré Qs 3 elementuwyss rowna s¢ 6.6 i jest wigksza od poprzedniej
wartééci Qs3 = 1.6. Innymi stowy, ma miejsce paszenie doktadnwi
obliczenia, dziki wykorzystaniu elementyss. Zamieniamyyss nNayss orazQs;
na Qz3. Po opisanej zamianie i ukczeniu redukcji, wyznacznik det ma
wyzsz dobra: Q = 6.3 zamiast) = 1.49, co potwierdza skutecZtonowego
algorytmu. Na tym przykiadzie pokazano, jak eizinowemu algorytmowi
zidentyfikowa mazliwos¢ utraty doktadnéci obliczer oraz dokonano zamiany
mniej doktadnej wartici na doktadniejsz

Zauwaymy, ze przy redukcji Gaussa korekta oblitzaiata miejsce tylko
jeden raz, chocia prob maliwosci korekty byto sz& (przy obliczeniu
kolejnego wiersza). Innej zamiany wg (4) nie progg@dzono z przyczyny ich
nieskuteczngci, co oznacza nienibiwos¢ obnizenia doktadnéci klasycznej
metody eliminacji Gaussa. Przy redukcji macier?y obwodu pasywnego
korekta obliczé elementéw diagonalnych (wlasnych admitancji) dakersk
kazdorazowo wg (d4), co nie zaprzecza nowej idei [XD&ry modyfikacji
algorytmu Gaussa jest wprowadzenie dodatkowej kojurmacierzy oraz
dodatkowej macierzy dobroci licZD, ktéra obliczana jest réwnolegle z redukcj
Gaussa.

6. Whnioski

W pracy zaproponowano cztery nowe peédiej do wyjdnienia oraz
rozwiazywania znanych zagadite

1. Dla otrzymania tej samej doktadco obliczenia wyznacznikéw
algorytm permutacji Leibniza wymaga arytmetyki ouxadzej mantysie w
poréwnaniu do algorytmu redukciji Gaussa.

2. Nowy wzor (18) dla obliczenia wskaka uwarunkowania wyznacznika
macierzy (WUWM) pozwala zmniejsgywymagania co do dtugoi mantysy w
poréwnaniu z klasycznym wzorem do obliczenia wsKea uwarunkowania
macierzy (WUM). Nowy wzér mee by réwniez stosowany i do analizy
doktadndci rozwiazania SLAR, w jakéci pierwszego przyhtenia ze strony
krotszej mantysy. Badania doktadob obliczenia wyznacznikbw macierzy
metody Monte-Carlo potwierdzaj skuteczné¢ wzoru (18) oraz pozwalgj
rozszerzy wiedz na temat uwarunkowania oblicze

3. Zaproponowany algorytm poréwnania liczb przyjodsvaniu w czasie
obliczenia wyznacznika pozwala sprawdmiystarczalnét diugasci mantysy,
bez konieczngri obliczania odwrotnej macierzy.



Obliczanie wyznacznikdéw przy analizie obwodow... 310

4. Nowy algorytm poprawy doktadéd obliczenia wyznacznika metgd
eliminacji Gaussa jest skuteczny przy analizie mhetaveziowa obwodow
zawierajcych zrodta sterowane. W ogoélnym przypadku ten algorytguy nie
obniza doktadnéci obliczex wyznacznika macierzy, a me ja tylko poprawe.
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CALCULATION OF THE DETERMINANT
IN ANALYSIS OF CIRCUITS BY NODE VOLTAGE METHOD

Summary

The new method of the estimation of precision &f ¢ondition number of determinant ma-
trix (CNDM) calculation is worked out. The determinsiare used by linear circuits’ analysis with
the node method. The estimation of precision itam the calculus of probability using Monte-
Carlo method. Random change of matrix elements l@adsdispersion value of its determinant.
Greater dispersion of determinant means that thexma more difficult for the calculations. The
new formula for the calculation of condition numloématrix using the product of values of the
every entry of the matrix A on its minor was deyeld. Obtained values of condition number are
more accurate comparing to classic values. Theracgwf the new formula was proven with the
Monte-Carlo method. The convenience of the usageahse of inaccuracy the number of lost
(inaccurate) digits of mantissa versa condition bemmatrix was shown as added benefit.

Monte-Carlo calculations to determine the requiregtision matrix determinant is relatively
complicated and lengthy process. Therefore authapgsed a new formula for the calculation of
the condition number of the matrix determinant (CNjwibthout the Monte-Carlo calculus.

The method of the control of precision of calcdaton the basis of analysis of subtraction
is worked out. A new method for improving the psémn of the calculation of the determinant of a
matrix is proposed. The Hilbert matrices are cacainéxamples of ill-conditioned matrices, mak-
ing them notoriously difficult to use in numericmputation and of the determinant calculation.

Keywords: node voltage method, determinant of the matroqdition number of the matrix,
condition number of the matrix determinant
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