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ANALIZA MODELI CALKOWANIA |
ROZNICZKOWANIA ULAMKOWEGO

W artykule przeanalizowano dokfaddomodeli utamkowych czionéw catkowo-
rézniczkowych w ugciu Riemanna, Riemanna-Liouville’a, Griinwald—Letnikiov
Oustaloupa wzgbhem modelu opracowanego na podstawie przeksztatceni
Laplace'a jako modelu wzorcowego. Pokazano wadwléty kadego z tych
modeli. Zaproponowano modyfikacjaproksymacji Oustaloupa, ktéra pozwala
realizowa regulatory systemow elektrotechnicznych utamkoweggdu przy
uzyciu mikrokontrolera. Badania prowadzone przez autor6w dofigez
mozliwosci aproksymacji utamkowych cztondéw transmitancgedu catkowitego
wykazaly, ze reprezentacja catkigego czionu utamkowego za pomopakietu
NINTEGER z dé¢ wysokim raedem aproksymacjiN>5) zgadza si z wynikami
aproksymacji Oustaloupa. Jednak w pierwszej chadpowiedzi jednostkowe
zmieniap sie skokowo, z czym nie mima sé zgodzé dla cztonu catkujcego. Aby
rozwiaza¢ ten problem zaproponowano modyfikacjmetody aproksymaciji
Oustaloupa. Modyfikacja ta polega na tyme, stopi@ wielomianu licznika jest
zmniejszony o jeden. Dla weryfikacji takiego pgsiwania zostato
przeprowadzone badanie atieosci pominkcia jednego zera w transmitancji
aproksymacyjnej, albo uswwgia skladowej wielomianu licznika naj#gzego
stopnias. Wyniki takich bada wykazaty korzy¢ drugiego podégia. Doktadnéé
modeli NINTEGER i Oustaloupa jest praktycznie jedna#, tylko model
Oustaloupa realizuje siw programie MATLAB, a model NINTEGER w
programie MATLAB Simulink. Tym samym wyniki symulag wykorzystaniem
modelu Oustaloupa znajdupic w pameci programu MATLAB co utatwia ich
analiz. Nalezy zaznaczy, ze model Oustaloupa pozwala wsdgrosty sposob
realizowa utamkowe regulatory wskutek prostoty proceduryiazgh, chocia
doktadnd@¢ tego modelu nie jest wysoka.

Stowa kluczowe: model, catkowanie utamkowe, adiczkowanie utamkowe,
regulatory, transmitancja utamkowa.
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1. Wprowadzenie

Obecnie stosowanie utamkowegamizzkowania i catkowania rozwijacsi
teoretycznie i w aspekcie stosowanym. Ta dziedmagematyki przeksztatcita
sie w potzna meto& modelowania matematycznego skomplikowanych
procesow dynamicznych w zwyktych i fraktalnyéhodowiskach. Dziki tej
metodzie istnieje mdiwos¢ rozwigzywania rgnych zada analizy, syntezy,
identyfikacji, diagnostyki, projektowania nowoczgsh systemow sterowania
itp. [3-6, 10]. Badania w dziedzinie systemowdu utamkowego udowodnity,
ze systemy rgu catkowitego & przypadkiem cgstkowym systemow
utamkowych. Zmniejszenie ¢gdu modelu jest bardzo vimag dziedzira bada ze
wzgledu na maliwos¢é stosowania kontrolerow stesoych dla uktadow
utamkowych na zasadachzrych strategii sterowania automatycznego [3].
Jednoczénie szczegOlp uwag; nalery zwréck na zapobieganie utracie
najwaniejszych cech systeméw dynamicznych. We wspotegdiaraturze [3-
6, 9] istniep rézne podejcia do realizacji regulatorow utamkowegoedn z
wykorzystaniem rénych modeli. § one oparte na #iych opisach utamkowych
cztondw r@niczkujaco - catkupcych. Gtéwne wzory catkowania utamkowego
zostaly opracowane przez Liouville’a i Riemannaz\Wigajac teorie Liouville'a,
Griunwald wprowadzit pegie pochodnej utamkowej, jako granice ilorazoéw
réznicowych. Caputo zaproponowat swoje rozxenie, ktore réni sig od
definicji Riemanna-Liouville’a tymze funkcg na pocatku rézniczkuje s¢ z
najmniejszym rgdem catkowitymn, ktory przekracza utamkowy agd j a
nastpnie catkuje si z rzdem n-j. Doswiadczenia naukowcow w dziedzinie
syntezy elektrotechnicznych regulatoréw utamkowyahzwiaszcza systemow
elektromechanicznych pokazujze utamkowy rad sktadowej réniczkujacej
nie jest wgkszy niz j=1 [1, 6, 8, 9]. Do rozwoju i korekty tej teorii dziedzinie
elektrotechniki przyczynili i Heaviside, N. Viner i J. Carlson.

Na obecnym etapie modelowania utamkowych czionéwniozkujco -
catkujacych w systemach elektrotechnicznych powszechmysva st pakietu
NINTEGER [7]. Stosowanie specjalnie zaprojektowanegprogramu
NINTEGER, jako pakietu aplikacji MATLAB Simulink, gzwala wykonywéa
badania zastosowania regulatorovedz utamkowego w ukladach regulaciji
automatycznej z utamkowymi obiektami regulacji. &gl zaznaczy, ze
NINTEGER ma pewne wady:

» pakiet NINTEGER dziata wytznie wsrodowisku MATLAB Simulink

i niemazna zastosowago poza tyrmsrodowiskiem;

* z literatury wiadomo,ze nie jest znana w tym pakiecie doktatho

modelowania cztondéw utamkowych.
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2. Aproksymacja transmitancji utamkowej

Celem artykutu jest teoretyczne opracowaniezlmmsci oprogramowania
w srodowisku programowym MATLAB w oparciu o zngraproksymac
Oustaloupa. Takie oprogramowanie powinno dmiemazliwosé jego
wykorzystania w aplikacji MATLAB Simulink zamiast INTEGER. Oprocz
tego powinna by mazliwos¢ badania poréwnywalnej doktadimd modeli
utamkowych regulatorow w przedstawieniu OustalouRi@manna, Riemanna-
Liouville'a i Grunwalda—Letnikova wzgtlem modeli uzyskanych przez
przeksztalcenia Laplace'a jako modelu wzorcowegozwli to wybra
najlepszy model dla realizacji regulatorow z wyk@taniem mikrokontrolera.

Wyzej wymienione wady pakietu NINTEGER skionity autarédo
opracowania wiasnych modeli s&sodowisku programowym MATLAB opartych
0 wyrazenia znanej aproksymaciji Oustaloupa. Zgodnie z tgkroksymadj,
transmitangj utamkowych cztonéw riniczkujacych (s ) i catkujacych

(s"*) , jako sktadowych regulatoréw utamkowych, ina przedstawi
wyrazeniem

to _ [a)u ja k=N 1+5/ @,

S_ —_
wh k=—N 1+S/wk ! (1)

gdzie N- rzad aproksymaciji, ktory naky zad#; @, ,@« - zera i bieguny

zastpczej transmitancji kddu catkowitego ®u = V@ 1@ (w1, wp- dolna i gérna
granica przedziatu ¢zatotliwaosci).

Obliczone zgodnie z (1) wakd zer, biegunow i wspoétczynniki
wzmocnienia zagpczej transmitancji ktu catkowitego didN = 1;2; .. 5 zostaly
zaimplementowane wrodowisku MATLAB Simulink. Taka aproksymacja
zapewnia nasgpujace zalety wzgidem pakietu NINTEGER:

e opracowane modele czionéw utamkowych zme stosowa nie tylko w
srodowisku MATLAB Simulink, ale take w srodowisku programowym
MATLAB;

e struktura i parametry transmitancji aproksyaeej, otrzymanej na
podstawie metody Oustaloupa znajdugevgipameci programu MATLAB,
co utatwia ich przegh, badanie i weryfikagj

Na rysunku 1 i rysunku 2 przedstawiono odpowiedednpstkowe
utamkowych, catkyjcych i r&niczkujacych cztonéw obliczonych za pompc
pakietu NINTEGER (krzywa -1) i korzystaj z aproksymacji Oustaloupactu
N= 3 (krzywa -2) iN=4 (krzywa -3) dla transmitancji utamkowgj®° (rys. 1)

i $° (rys. 2). Oprécz tego, na rysunku 1 zaprezentowanipowied
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jednostkovy gdy stosuje sitak zwam modyfikacg aproksymacji Oustaloupa
(krzywa-4), o ktérej mowa iej, i odpowiedzi jednostkowe obliczone metod
przeksztatcenia Laplace'a z wykorzystaniem progrifathcad (krzywa -5). Na
rys.2 krzywa - 4 reprezentuje odpowiedednostkovs obliczora metod
przeksztatcenia Laplace'a.

12

Rys. 1. Odpowiedzi jednostkowe caleggo cztonu utamkowego z transmitansj’-®
Fig. 1. Response Unit member of the fractional irgtty with the transfer functios®®

0 by 02 03 04 05 0O 07 D08 08 1

Rys. 2. Odpowiedzi jednostkowezrdczkujacego cztonu utamkowego z transmitans}®
Fig. 2. Response Unit member fractional differeftiawith the transfer functios™®



Analiza modeli catkowania ... 217

Badania [7] prowadzone przez autoréw dosgezmaliwosci aproksymaciji
utamkowych czionéw transmitancj rzedu catkowitego wykazaly, ze
reprezentacja catkafego cztonu utamkowego za pomauakietu NINTEGER z
dos¢ wysokim rzdem aproksymacji N>5) zgadza s z wynikami
aproksymacji Oustaloupa. Jednak, jak wida powkkszenia na rysunku 1,
krzywe 2 i 3 w pierwszej chwili zmienigjsic skokowo, z czym nie mma sé
zgodzt dla cztonu catkuyjcego. To zjawisko me@ by wyttumaczone tymze
transmitancja wedtug wzoru (1) zawiera wielomianyliezniku i mianowniku
jednakowego stopnia. Aby rozygia¢ ten problem zaproponowano modyfikaci
metody aproksymacji Oustaloupa. Modyfikacja ta galena tym,ze stopi@
wielomianu licznika jest zmniejszony o jeden. Dlaeryfikacji takiego
postpowania zostato przeprowadzone badaniglmosci pominiecia jednego
zera w transmitancji aproksymacyjnej, albo usciai sktadowej wielomianu
licznika najwyszego stopnia. Wyniki takich bada wykazaty korzy¢ drugiego
podegcia. W tym przypadku odpowiedednostkowaprzedstawia sgikrzywa 4
na rysunku 1.

3. Doktadncéé¢ modelowania cztonowutamkowych

Pozostaje jednak problem analizy doktadmoaproksymacji Oustaloupa.
Dlatego, aby sprawdgzidokladnd¢ modelu Oustoloupa musi byznaleziony
model ktéry mana potraktowéa jako etalon. Taki model pozwala otrzyéna
odpowiedzi jednostkowe wzorcowe.

Wiadomo,ze odwrotne przeksztatcenie Laplace'a transformdtgapisuje
sie W sposOb nagpujacy:

ta—l

1 —
% } - F(OC) (2)

Lt {

gdzie:I'(a) — funkcja gamma.

W rzeczywistdci wzor (2) jest odpowiedziimpulsows cztonu. Dlatego te
odpowied jednostkowa mze by znaleziona po scatkowaniu odpowiedzi
impulsowej.

Calkujac (2), otrzymujemy wyrzenie odpowiedzi jednostkowH}).

I = | S
&) o) [ (3)

Teraz zapiszemy odwrotne przeksztatcenie Lapladi@a&niczkujacego
cztonu utamkowego z transmitans®.
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t(ll

L{s"}= ( -a) (4)

Calkujac wyrazenie (4) znajdujemy odpowiedz jednostkoift) dla takiego
cztonu.

—0—1 t—a

'(t)_f P R )

Wyrazenia (3) i (5) opisw odpowiedzi jednostkowe, ktére przyjmujemy,
jako wzorcowe. Odpowiadajm wykresy na rysunku 1 (krzywa-5) i na rysunku
2 (krzywa-4). Korzystajc z tych przebiegow nmina przeanalizowadokladndé
modelowania innymi sposobami.

Najczsciej spotykanymi modelamgs

Model Riemanna [8] przewiduje naspujacy wzér do obliczenia
odpowiedzi jednostkowej dla catligiego cztonu utamkowego:

X

D~ f(x) = % Jox =9 dt + € (6)

Model Riemanna — Liouvill§8] pozwala oblicz& odpowiedzi jednostkowe
dla r&niczkujacego cztonu utamkowego w sposab npsjacy:

0 = (Tt
D! 1) = )dt)f s ™

Model Grinwalda—Letnikovd8] pozwala modelow@a utamkowe cziony
rézniczkujaco - catkujce wedtug wyraenia

t—a

h
DF f(t)=limh™ > (—1)j(g)f(t - jh) (8)
h-0 =0 J

Modele matematyczne (6)-(8) zrealizowane zostalwykorzystaniem
programu MathCAD. W trakcie modelowania procesovdiwg wzoréw (6)-(8)
spotkalémy sk z nasgpujacymi problemami:

» obliczenie kadego nasfpnego punktu przebiegu odpowiedzi jednostkowej
wymaga znajonmkei wartasci wszystkich policzonych wczpiej wartGci.

To powoduje,ze kady nastpny punkt zwe¢ksza czas obliczei dla

dtugotrwatych proceséw nie kdy procesor sobie z tym zjawiskiem radzi;
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» trwalos¢ obliczenia odpowiedzi jednostkowej czionu utamkgoe
catkujpcego wedlug modelu Riemanna (6) i czionu utamkowego
rézniczkujacego wedtug modelu Riemanna — Liouville'a (7) zglend
kroku catkowania i mocy obliczeniowej komputera.

Jednoczénie naley zaznaczy zalety modelu Grinwalda—Letnikova (8):

* wzér (8) tatwo policzy dzigki temu,ze przedstawia on skozors sung a
nie catle;

* wystepuje w nim wiksza szybké&t obliczenia przebiegéw dynamicznych;

e przedstawienie catkagego czy raniczkujacego czionu utamkowego
potrzebuje tylko zmiany znaku w tym samym wgaiu (+ dla
rézniczkujacego cztonu i — dla catkagego cztonu).

Wady tego modelu jest zwkszenie czasu obliczeprzy zwkkszeniu
doktadndci obliczen.

Stosujc wyrazenia (3), (5) oraz modele (6)-(8) obliczono odpalzie
jednostkowe catkapego czionu utamkowego z transmitancis® i
rézniczkujpcego czlonu utamkowego z transmitancg’®. Na podstawie
wynikéw tych obliczé przeanalizowano doktadé® réznych sposobdéw
modelowania. Dla oceny dokfadiedb modelowania zastosowano nrgmtjace
charakterystyki:

- dyspersja przebiegu odpowiedzi jednostkosfepbliczonej jako

_12 18 2
0% = Eé(yi ~Yie )2 ,alboo = \/E;(M ~Ye) ©)

gdzie: y; —wartcgici badanej odpowiedzi jednostkowej Mtym punkcie;yi —
wartasci wzorcowej odpowiedzi jednostkowejivilym punkcien- ilos¢ probek;

- wzglkdny uchyb aproksymacji odpowiedzi jednostkowej ggje s¢
tylko dla catkupcego czionu utamkowego), ktory oblicza gko

_ o
5= -"-100¢, (10)

u

gdzie y,- ustalona wart®, albo warté¢ odpowiedzi jednostkowej dla
wybranego czasty na liniowej czsci krzywej wykresu.

Wyniki oceny doktadnéci aproksymacji réniczkujpcego i catkuicego
czionu utamkowego dla #dych modeli wzgidem modelu na podstawie
przeksztatcenia Laplace'a (model wzorcowa) pokazenabeli 1. Do oblicze
przyjeto n=1001,t,= 1s.

Badania przeprowadzone dla innych wéetautamkowej potgi o, a nie
tylko dlaa = +0,5, potwierdzity uzyskane wyniki.
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Tabela 1.Wyniki oceny doktadéc modelowania czton6w utamkowych
Table 1.Results assess the accuracy of modelintidnal members

Model
Tr'ans- . . Oustaloupa
mitan-|  NINTEGER Riemanna | Riemanna | Grinwalda-
cja -Liouville’a Letnikova |N=3
N=3(modyfik.)
o o) o 0 o o) o 0 o )
-0.5
s _ _ 1| - | - |s72 69910 | 062
648-10°| 0,57 | 810 |7,110° 57210 | 051 | == 5 | ov7s
0,3135
0.5 - - - . - . - I
s 0,3147 15710 71.10° 0.3135

4. Podsumowanie

Na podstawie analizy wynikbw reprezentowanych w licgh 1
wnioskujemy, ze najwysz dokladndé modelowania uzyskujemy gdy
korzystamy z modelu Riemanna (6) dla catkego czionu utamkowego. Dla
modelowania réniczkujpcego cztonu utamkowego najlepiej jest stosbwa
model Riemanna — Liouville’a (7).

Doktadna¢ modeli NINTEGER i Oustaloupa jest praktycznie jekiowa,
tylko model Oustaloupa realizuje ¢siw programie MATLAB, a model
NINTEGER w programie MATLAB Simulink. Tym samym wiam symulacji z
wykorzystaniem modelu Oustaloupa znajdugie w pameci programu
MATLAB co utatwia ich analiz.

Model Grinwalda—Letnikova ma mniejsdokiadnd¢ w poréwnaniu z
modelami Riemanna i Riemanna — Liouville ale mogel charakteryzuje @i
wieksz szybkdcia obliczeh.

Nalezy zaznacz§, ze model Oustaloupa pozwala wsdoprosty sposob
realizowa& utamkowe regulatory wskutek prostoty proceduryiazigh, chocia
doktadnd¢ tego modelu nie jest wysoka.
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ANALYSIS OF THE MODEL OF INTEGRATION-DIFFERENTIAL
FRACTIONAL

Summary

The authors research on the possibility of approximation dcfional order units by
transfer functions of integer order proved thatrespntation of fractional integral unit in the
NINTEGER package with high approximation order #n 5) is consistent with the results of
approximation by Oustoloup transformation. As tog integral unit, there is a leap in its transition
function which is not characteristic of integrafjaéator. To tackle this issue, we have proposed the
modification of Oustaloup method, in which the ardé a numerator polynomial is reduced by
one. With the aim to calculate the accuracy of sugresentation, the research was done on the
possibility of neglecting one zero in the resultingnsfer function of integer order by means of
reducing the numerator polynomial order by onéprexclusion of the item with the highest
degree of s operator. The accuracy of the NINTEGE®R @ustaloup models is almost the same,
but the Oustaloup method is implemented in MATLABgram while the NINTEGER model is
put into effect in MATLAB Simulink. Thus, the simuian results with the use of Oustaloup
model are recorded in MATLAB memory, which facitéa their analysis. It should be noted that
the Oustaloup method enables to easily implemexttiémal controllers because of the relative
simplicity of calculation procedures, although #ueuracy of the model is not high.
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