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Ivanna BUBELA?

OPRACOWANIE WYNIKOW LOSOWYCH
OBSERWACJI Z PLASKO-NORMALNYM
ROZKLADEM METOD A STATYSTYK
POZYCYJINYCH

W artykule zastosowano metpsitatystyk pozycyjnych do opracowania obserwaciji
z ptasko-normalnym rozktadem prawdopodabiva, ktdry jest splotem rozkta-
déw normalnego i jednostajnego. Zaproponowana ractagewnia mniejgznie-
pewna¢ standardow wyniku w poréwnaniu do niepewsa wartdici srednie;.
Skuteczné¢ metody zwgksza s¢, gdy wzrasta zawardé sktadnika jednostajnego.
Realizacja metody nie wymaga skomplikowanych obficRrzedstawiono wyniki
bada metody - niepewni@ standardow w zaleznosci od wzajemnej zawargoi
sktadnikéw oraz liczby obserwac;ji.

Stowa kluczowe: niepewndé¢, metoda statystyk pozycyjnych, macierz kowaria-
cyjna, metoda Monte-Carlo.

1. Wstep

Niezbednym elementem pomiarow jest ocena niepéwainazyskanych wy-
nikéw [1]. Czsto losowe obserwacje pomiarowe nie podlggapnemu ,czy-
stemu” rozkladowi (na przyktad normalnemu, Lapla¢gednostajnemu, etc.),
dlatego nalgy zastosowa rozktad, ktéry jest splotem dwodch lubowej typo-
wych rozktadéw. Przykladowo splotem dwdch typowktadu jest rozklad pta-
sko-normalny. Ksztatt rozktadu sumy= x1 + X2 dwdch niezalenych zmien-
nych losowychx; i x, zalezy od wartdci tych zmiennych oraz od ich rozktadéw
p1(x1) i p2(X%2), a funkcja gstaéci rozktadu opisana jest zateicia:

p(x) = J. Py (X =X%;) Dy (Xy)dX, = I p1(X1)|:b2(X_ Xl)dxl . 1)
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ul. Stepan Bandera 12, 79013, 097-612-58-29, pooM@aikr.net
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W szczegolnéxi, jesli jedna ze zmiennych losowych, na przyktadma
rozktad normalny z wartgia oczekiwag m, i odchyleniem standardowym, a
druga zmienna losow& ma rozkiad jednostajny z waftda oczekiwamg m i
zakresem zmiengoi a, wtedy rozkladk = x1 + X2 moze by opisany wzorem [2,
3, 4]

p. . (x,ma,o)= F“((X_mx+a)/an)_':n((x_mx—a)/an), @
n,r 22

gdzieFn(x) - funkcja Laplace'ay = m, + m, — warté¢ oczekiwana sumy. Roz-
ktad prawdopodobiestwa (2) wykorzystywany jest przy obliczaniu niepexci
wynikéw pomiarow metodami przykbnymi [2-5] i nazywany jest ,rozktadem
ptasko-normalnym” [2, 3].

Podstaw do wyznaczania najlepszych estymatorow z obserwaazkia-
dzie (2) jest znajomdé zawartdci sktadowych normalnej i jednostajnej w ich
sumie. W praktyce zwykle nie ma takiej informacjpaori, wtedy do wyzna-
czania najlepszego estymatora z minimatiepewneécia standardow wyniku
moze by¢ zastosowana metoda statystyk pozycyjnych [6-8].

2. Metoda statystyk pozycyjnych

Zgodnie z § metod, zasada wyznaczania najlepszych estymatoréwzpeto
nia i i szerokdci & badanej préby losowej polega na gpstym uporadko-
waniu obserwacji:Xs = sort(X) = Xq, X@, ---, Xn), & hasgpnie na minimalizacji
sumy kwadratowS; odchylé v, = xref; — X,y = i + xref, [& - X, (m=0,
0=0) od obserwacji referencyjnyckref, odpowiadacych wybranym rozkia-
dom prawdopodobiestwa [6-8].

Parametry/l i & badanej préby obliczang snetody wazonych najmniej-
szych kwadratow, ktéra w zapisie macierzowym maasd3-9]:

(2.6)" = (A" v ) AT v X, = RECIX,,, 3)
1 1 1
gdzie: A’ = - macierz obserwacji referencyjnych,
xref, xref, .- xref,

W =COW™ - macierz wagowa, dolaca odwrotnécia macierzy kowariancji
COV statystyk pozycyjnychREC= (AT ENEA)_lAT (W - macierz rekonstruk-
cyjna.
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Elementy macierzy kowariacyjnej COY abliczane wedtug wzoru [7-10]:

Coy, = [[szlp, (sz)dsdz xrefxref, )

X=X

gdzie
Py, (s2)=Clnk | )fF(s)][F(2)- F(s]] "2~ F&"™ #9r2)  5)

jest hcznym rozktadem prawdopodohstwa statystyk pozycyjnycktej (S) i
I-tej (z) [10]:

C(n,k,1)=

(n=1)d —E!—l)!ﬂtk -1)° (6)

Jesli typ rozkiadu a priori nie jest znany, to w celyznaczania najlepszych
estymatoréwj i & uporadkowane obserwacje wéejowe poréwnywanegsz
zestawemd (j=1, 2, ..., J obserwacji referencyjnyckref,, j, xrek, j, xref, j, ...,
xref, j, odpowiadajcych przewidywanej gstasci rozktadowpa(x), p2(x), pi(x),

..., pu(X) zmiennej losowej opisanej rozktadem (2) przynyth proporcjach
parametrowa i on. Nastpnie poszukuje ginajlepszej pary nieznanych parame-
trow [,0z uwzgkdnieniem warunku najlepszego dopasowania zarejeatro
nych obserwacji do obserwacji referencyjnych, tacay z warunku minimalnej
wartasci sumy kwadratéw odchyteresztkowych:

g, :(Xs‘pi [@’:’j’&j)T)TnEiVjZ[éxs‘Aﬁ [@’:’"&j)T) .

mi

(7)

Podstawowym problemem praktycznej realizacji prizgi®nej wyzej me-
tody jest ztaoncé¢ obliczania macierzy kowariancji COV (zateéci od (3) do
(5)); oprocz tego doktadé obliczer zmniejsza si wraz ze wzrostem liczby
obserwacijin. Ten problem jest way, gdy liczba obserwacji i waoi sktadni-
ka jednostajnego oraz normalnego meg zmieni&.

Celem prowadzonych badlgest:

- analiza maliwosci zastosowania uproszczonej metody statystyk pgzyc
nych;

- analiza skuteczroi zaproponowanej metody i opracowanie lfagiaty-
styczry metody Monte-Carlo.
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3. Znormalizowany rozktad sumy zmiennych losowych ooz-
ktadzie normalnym i jednostajnym

Aby zastosowa metod statystyk pozycyjnych podczas wyznaczania ob-
serwacji referencyjnych, nalg najpierw utworzy macierz kowariancji, ktora
uzywana jest wyraz z rozktadem unormowanegtgici zmiennej losowej
y=(x—mx)/aX zm, =0, g, =1. W tym przypadku odchylenie standardowe
sumy dwoch sktadnikéw powinno by  réwne 1

o, = \/a,f +0? = \/a,f +a?/3=1. Jali stosunek odchyie standardowych skia-
dowej normalnej i jednostajnej oznaczymy jeb =0, /0, :an\/é/a, wtedy z
warunku o, =1 i zaleznosci (2) otrzymujemy wartéci parametrow rozrzutu
obydwu rozktadow:

V3 b
V1+Db? V1+Db?

Woéwczas znormalizowany rozktad sumy skladnikow Zd)ery tylko od
jednego parametroii opisywany jest zalaoscia:

dla normalnegia =

(8)

, oraz dla jednostajne(o,, =

s (y)= 0 gy B b | gy VB b ©
me 23 V1+b? 1+p? " V1eb? V1+b?
Na rysunku 1 przedstawiono rozktad (9) dlanych wartdci parametrib.
04
p(x,20)
p(x, 1)
0.2 v
p(x, 1/2)
p(x,1/20)
0
-4 0 4

Rys. 1. Gstas¢ rozktadu ptasko-normalnego dlaznych wartdci stosunku odchyfestandardo-
wych (parametrip): b=20; 1; 1/2; 1/20

Fig. 1. The density Flatten-Gaussian distributiendifferent ratiostandard deviation of (parame-
terb): b=20; 1; 1/2; 1/20
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4. Okreslanie macierzy prébek referencyjnych

4.1. Obserwacje referencyjne

Do realizacji metody statystyk pozycyjnych potrzelsy obserwacje refe-
rencyjne  ze  znormalizowanym  rozkladem (9) i  dystemy

Y
Fnyr(y): J‘ pnyr(y, b)dy . Na rysunku 2 pokazane sbserwacje referencyjne
dla kilku wartaci liczby obserwacjn =21, 31, 41i 51 r6znych wartdci para-
metrub tj: b=20; 1, 1/2; 1/20. Jak wynika z rysunku obserwacje referencyjne

przyb = /20 praktycznie s zbiezne z obserwacjami majymi rozktad normal-
ny, a przyb =20 praktycznie odpowiadgjobserwacjom posiadgjym rozktad
jednostajny.

b=20 ' n=21 b=20 ' n=31
—0—0—0—0—0-0-0-.00”00-0-0-0—0—0—0—0— ® 0@ P —0— " 4
b=1 : b=1 |
—t— 00000000t P IO OO0 0— 00— —0—0-0¢ P - 0—0—&
| 1
b=1/2 1 b=1/2 1
——— 000000000 P00 00— 0— 00— 0@ ' 4 -0
| 1
b=1/20 . b=1/20 !
—1t T T TP T T 4
1 1
1 1
b=20 ' n=41 b=20 ' n=51
—.—.—mw - 0—0—0 *—0—0-& m’.".‘.—.—
b=1 ' b=1 '
—0—0-& P - 0—0—& 0@ SI0NNNINENNNNNNNGNNN0000000-0—0—0—
1 1
b=1/2 . b=1/2 '
1
b=1/20 b=1/20 !

- = -

Rys. 2. Przyklady zestawow referencyjnych probrek1, 31, 41i 51) odpowiadajcych ptasko-
normalnemu rozktadowi przy #aej wartgci b =20; 1; 1/2; 1/20

Fig. 2. Examples of sets of sample observatiar&1, 31, 41 and51) corresponding to the density
Flatten-Gaussian distribution with a different oatif b=20; 1; 1/2; 1/20

4.2. Macierz kowariancyjna

W celu uproszczenia obliczenacierzy kowariancji zaproponowano wyko-
rzystanie asymptotycznego przytehia dla wariancji i wspoétczynnikow korela-
cji pomiedzy dwoma statystykami pozycyjnymi [7-10]. Do wypadzenia tych
wzordw wykorzystano wigiwosci kwantyl X, )i X(,,) rzedu 41 i 12 proby



76 |. Bubela

prostej, pobranej z populacji o rozkladzi€&) (dystrybuantaF(x)), ktére przy
duzych n map rozktad asymptotycznie normalny o parametrachdp-1

1)1 .
2 /]1(1_/11) 2 /12(1_/12) Al-4), (10)

g, = , O, = ,p' =~ ([L1X "~ 27
' n(p(x(m”z 2 n‘p‘x(ﬂz)ﬁz 2o\, 0-4)

Dla 1sks<n wartdci & s3 réwne A =k/(n+1) i w tym przypadku
xref ., = X 4 = dF; (A) = F*(4,). Wtedy na podstawie zaieosci (10) przy-
blizone wartéci wspotczynnikbw macierzy kowariancji mpdpy¢ obliczone z
zaleznosci:

k{n-1+1)
1 pn,r (X(k—l)’ b) |:pn,r (X(I— )’ b)
n(n +2)* | ffn-k+1)
pn,r (X(k—l)’ b) |:pn,r (X(I —1)’ b)

Co_y = o Uy LB =

5. Wyniki badan

Aby przetestowa skuteczné&¢ proponowanej metody przeprowadzono ba-
dania z wykorzystaniem metody Monte-Carlo. Pgryjnastpujace wartdci
parametrow: liczba symuladjil =10°; liczba obserwacijn wynosita kolejno:21,

31, 41i 51 przy stosunku odchytlestandardowyclo réwnym: 20; 1; 1/2; 1/20,
wartas¢ oczekiwanam, =5 , odchylenie standardowe, = O]1.

Na podstawie obliczonej macierzy (11) dlazdego rozkladu okéano
macierzeREG (3) i wyznaczano warfgi parametréw potzenia ,sz i szerokdci

&j oraz ich standardowe niepewnbze wzorow:

uA('ai):‘\,dCZ),Oj ESFZQJ ! uA(&i):\,dflj [SI%J- ’ (12)

gdzie déoj , dflj 53 elementami diagonalnymi maciery:

T a4 (dg, O
D; =(Aj W, D“‘j) = A 2| (13)
0 d



Opracowanie wynikow losowych ... 77

> _ X{ IMS2; X

i n-2 (14)

gdzie Séj jest nieobcizonym estymatorem wariancji odchglebserwaciji refe-
rencyjnych od obserwacji wagjiowych;

MS2, =W, ifl - A, D, AT W, ), (15)

MS2; jest macierz wagovs, al jest jednostkow macierz diagonalia o wy-

miarzenxn [7, 9].

Na podstawie uzyskanych wynikow modelowania diznyéh wartdci b
wyznaczono:

- srednie niepewnixi standardowe parametrowi 6:

(16)

o |10 s ~
un (@)= qui(ﬂi)' Ua\T) =
i=1

- oraz odchylenia standardoweddw tych parametrow:

%y =\/(Ml—1)i(/:{i mJ s, =\/(M1—1)

Dla b=20; 1; 1/2; 1/20 oraz liczby obserwacii = 21, 31, 41, 51 wyniki ob-
liczen srednich wartéci standardowej niepewsa parametrow potgenia i sze-
rokasci przedstawiono w skali logarytmicznej na rysurik&a i 3b, a na rysun-
ku 4 przedstawiono wykresy zatesci odchyleér standardowych bdu tych
parametrow od liczby obserwacji. Obliczone waetovspomnianych parame-
trow podano take w tabeli 1.

M

6, o). @n

Tabela 1. Charakterystyki standardowej niepeiehicstandardowych odchylebtedéw parame-
tréw potazenia i szerokéci I 1 G dlab =20; 1; 1/2; 1/20

Table 1. The characteristics of the standard uairgies and standard deviation of errors of the
location and width parametefs i G atb = 20; 1; 1/2; 1/20

Wartas¢ parametru potgenia | Wartg¢ parametru szerokdi
b ~ Ux S A Ux
VN2 In A uslo n Sas
2 3 4 5 6 7

Liczba obserwacji n=21
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b=20 0,02068 0,02319| 0,01507 0,01736
b=1 0,01977 0,02283] 0,0142p 0,01597
b=12 | o.01745] %0282 502124 o0,01205 0143 [ 0,013¢7
b=1/20 0,01335 0,01504 0,0087p 0,00734

Liczba obserwacji n=31
b=20 0,01768 0,01858 | 0,01266 0,01390
b=1 0,01702 0,01842] 0,01199 0,01216
b=tz | 0,01532] %0179 [ 001714 o0,0103p 01270 [ 0,010%7
b=1/20 0,01052 0,0115) 0,0067p 0,005¢6
Liczba obserwacji n=41
b=20 0,01558 0,01598 | 0,01106 0,01187
b=1 0,01510 0,01583] 0,01058 0,01049
b=tz | o0,01382] %%1°%2 [ 00147d 0,00016 *011%% [ 0,00849
b=1/20 0,00901 0,00950 0,00566 0,00492
Liczba obserwacji n=51
b=20 0,01405 0,01423| 0,00992 0,01055
b=1 0,01367 0,01411] 0,0094} 0,00965
b=1/2 0,01263 0,01400 0,013024 0,00828 0,00990 0,007%7
b=1/20 0,00804 0,00823 0,00500 0,004%0
Notatka: 1 - stosunek odchylstandardowych sktadowej normalnej do prostel
nej; 2, 5 -srednia niepewn& standardow; 3, 6 - teoretyczna warfé niepewno-
sci; 4, 7 - odchylenie standardowerdu.

0.2¢ ‘

‘ 0.1¢

0.2z

0.1¢

1nn

0.1¢€

0.1€

0.1Z

0.1«

0.11

0.09:

A

O

0.0¢
21 31

1-ser_uAxc2!
b=20

2-ser_UuAxc.
b=1

3-ser_uAxc0!

4-ser_uAxc00

n g
41 51 00

b=0,5

b=0,05

3a

D 0.08%

0.057

1-ser_uAxcil
n=21

2-ser_uAxc3
n=31

n=41

n=51

‘ ‘ 0.2¢
120
1‘ ‘ 0.2z
28
BN | 0.1¢
\(s\ 3
4
\ D 0.1¢
P 0.1z
n
21 31 41 51
1-ser_uAsc2 3-ser_u#scOt 0.09:2
b=20 b=0,5
2-ser_UAsc 4-ser_uAsc00 |||
b=1 b=0,05 “o01 01 1 1c 100

3-ser_uAxcé

4-ser_uAxc5

n=21

2-ser_uAsc3

n=31

3b

L
II“"".IIIIHI'-
il

1/V2n

0 01 0.1
1-ser_uAsc2

1 10 10Cb
3-ser_uAsc4
n=41
4-ser_UAsc5
n=51

Rys. 3. Zalenosci wartasci srednich niepewngei standardowej i teoretyczne waitbniepewno-
$ci parametréw potzenia (a) i szerokai (b) od liczby obserwaciji=21, 31, 41i 51 dlab=20; 1,

1/2; 1/20

Fig. 3. Depending on the mean value of the standiacértainty and theoretical uncertainties
location and width parameterstat20; 1; 1/2; 1/20 of the number of observations21, 31, 41

and51
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Rys. 4. Zalenosci odchylenia standardowegostbw i teoretyczne warfoi niepewndci parame-
trow potazenia (a) i szerokai (b) od liczby obserwacji=21, 31, 41i 51 dlab=20; 1; 1/2; 1/20

Fig. 4. Depending the standard deviation of thereand theoretical uncertainties location and
width parameters &=20; 1; 1/2; 1/20 of the number of observations21, 31, 41 and51

6. Podsumowanie

W zagadnieniach opracowania wynikow losowych obaejwvartGgci po-
szukiwanych parametréw mgdpy¢ wyrazone dokladnie (z minimainstandar-
dowg niepewndcia) tylko w przypadku znajonsai rozktadu prawdopodohie
stwa tych obserwacji. Metoda statystyk pozycyjnyed wymaga a priori wie-
dzy o zawartéci sktadowych majcych ptasko-normalny rozkiad prawdopodo-
bienstwa. Poniewa metoda ta bazuje na porownaniu danychseweyych z
zestawem wartei referencyjnych, ktérymig wartdsici oczekiwane statystyk
pozycyjnych, zapewnia automatyczny wybér najlepbzyarametréw polenia
i szerokdci. Skuteczn&¢ metody statystyk pozycyjnych zgkisza s przy
wzroscie w obserwacjach wajiowych sktadnika o rozktadzie jednostajnym.

Zaproponowana metoda obliczania macierzy kowaiiaktjra jest nie-
zbedna do realizacji metody, jest prosta i wystarpzajdoktadna. Jest twardzo
wazne gdy liczba obserwacji nie jest znana a prioreijest maliwe wczeniej-
sze przygotowanie macierzy potrzebnych do oprac@anvdanych. Dlatego ma-
cierze te nalgy oblicz& w procesie opracowywania obserwacji.

Ocena zaproponowanej metody przeprowadzona przyo@pnmetody
Monte-Carlo data pozytywny wynik i potwierdzita jgkuteczné.
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PROCESSING OF THE OBSERVATIONS RESULTS WITH THE
FLATTEN-GAUSSIAN DISTRIBUTION BY THE ORDER STATISTI CS
METHOD

Summary

In the article the method based on order statifticprocessing of the observations, which is
the sum of observations with normal and uniforntrifistions, is proposed. This method gives a
smaller standard uncertainty of the result compéwesi standard uncertainty of a mean value. The
efficiency of the method increases with the contd#nthe uniform component. The implementa-
tion of the method does not require complicatedtudations. The research results of method,
which are the standard uncertainty depending ometagive content of components and the num-
ber of observations, are presented.
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