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Piotr GIERLAK!

MODEL MATEMATYCZNY KARTEZJANSKIEGO
MANIPULATORA WLASNEJ KONSTRUKCJI

W referacie zaprezentowano opis matematyczny robota manipulacyjnego wlasnej
konstrukcji. Robot o strukturze kinematycznej kartezjanskiej posiada trzy stopnie
swobody. Sformutowano opis matematyczny kinematyki i dynamiki manipulatora.
Do opisu kinematyki zastosowano notacj¢ Denavita-Hartenberga. Dynamiczne
rownania ruchu manipulatora uzyskano z zastosowaniem réwnan Lagrange’a dru-
giego rodzaju. W opisie dynamiki manipulatora uwzgl¢dniono dynamike napgdow.
Dokonano analizy wtasciwosci strukturalnych modelu matematycznego, ktore sa
wykorzystywane w syntezie algorytmow sterowania manipulatorami.

Stowa kluczowe: manipulator kartezjanski, model manipulatora, kinematyka ma-
nipulatora, dynamika manipulatora, wtasciwosci strukturalne modelu

1. Wprowadzenie

Do jednej z najpopularniejszych odmian manipulatoréw nalezg manipula-
tory o strukturze kinematycznej kartezjanskiej. Powodem tego jest szeroka ofer-
ta rynku automatyki i robotyki w zakresie modutowych rozwigzan, zapewniaja-
cych elastycznos¢ podczas projektowania i konstruowania robotow do specjali-
zowanych zadan. Istotnymi zaletami manipulatorow kartezjanskich sa: tatwos¢
osiggnigcia duzej sztywnosci konstrukcji, prostota opisu kinematyki i dynamiki,
tatwos¢ wyznaczania przestrzeni roboczej 1 planowania w niej zadan. Prace ba-
dawcze dotyczace manipulatoréw kartezjanskich prowadzone sa glownie w za-
kresie budowy modeli matematycznych, w tym modeli uwzgledniajacych podat-
no$¢ konstrukcji [4, 6] oraz sterowania manipulatorami kartezjanskimi z
uwzglednieniem modeli matematycznych w prawie sterowania [3, 9].W prakty-
ce przemystowej stosowane sa w wigkszosci manipulatory o stosunkowo prostej
konstrukcji, duzej sztywnosci 1 doktadnosci pozycjonowania. Odpowiednia do-
ktadno$¢ moze by¢ zapewniona przez zastosowanie srub kulowych w uktadzie
przeniesienia napedu [5].

W referacie zaprezentowano opis matematyczny robota manipulacyjnego
wlasnej konstrukcji. Robot o strukturze kinematycznej kartezjanskiej posiada

! Autor do korespondencji/corresponding author: Piotr Gierlak, Politechnika Rzeszowska, al. Po-
wst. Warszawy 12, 35-959 Rzeszow, tel.: (17) 8651854, e-mail: pgierlak@prz.edu.pl
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trzy stopnie swobody. Jest przeznaczony m.in. do badan dotyczacych robotyza-
cji procesOw obrobki mechanicznej czgsci maszyn. Wyposazony jest w tzw.
moduly liniowe sktadajace si¢ z prowadnic i wozkow napedzanych silnikami
pradu statego z wykorzystaniem przektadni zebatych oraz $rub kulowych. Mani-
pulator wyposazony jest w enkodery zamocowane na watach silnikow napedo-
wych, czujnik sity umieszczony w koncowce i gtowice z napedem pneumatycz-
nym, w ktorej znajduje si¢ narzedzie skrawajace, np. pilnik, frez, itp.

Ze wzgledu na fakt, ze prezentowany robot nie jest produktem komercyj-
nym, lecz uktadem zbudowanym wedlug wilasnego projektu autora, konieczne
jest zaprojektowanie i wykonanie licznych modutéw programowych stuzacych
do symulacji oraz programowania robota i sterowania nim. Celem pracy jest,
zatem sformutowanie modelu matematycznego manipulatora, ktdry postuzy do
syntezy algorytmow sterowania manipulatorem. Model matematyczny jest row-
niez tworzony z mysla o zastosowaniu go w prawie sterowania manipulatorem.
W zwigzku z tym istotne jest zbadanie wlasciwosci strukturalnych modelu ma-
tematycznego manipulatora. W rozdziale 2 przyjeto schemat modutéw napedo-
wych i zaprezentowano opis ich dynamiki. W rozdziale 3 przyjeto model mani-
pulatora i przedstawiono rownania kinematyki i dynamiki obiektu z uwzglednie-
niem dynamiki modutow napedowych. Kolejny rozdziat dotyczy analizy wia-
sciwosci strukturalnych modelu matematycznego. W ostatnim rozdziale doko-
nano podsumowania pracy.

2. Dynamika moduléw napedowych

Manipulator zbudowany jest z elementow modutowych, ktorymi sa napedy
liniowe. Modut napedowy liniowy sktada si¢ z prowadnicy z wozkiem, ktorego
ruch jest wymuszany ruchem obrotowym $ruby kulowej napedzanej silnikiem
pradu statego z przektadnia zgbatg. Modut liniowy schematycznie przedstawiono
na rysunku 1. Réwnanie ruchu wirnika silnika zapisano zgodnie z oznaczeniami
na rysunku 1 w postaci [1, 7]:

Jsds +Bsgs + My =K, iy (1)

gdzie: M, - moment obcigzenia,
K, - stata momentu,
iw - prad wirnika, (pozostate oznaczenia objasniono w podpisie rys. 1).

Réwnanie ruchu $ruby kulowej z uwzglednieniem elementdéw przektadni to:
(JPR+JSR)(.].SR+MOSR+iSRP:M2 (2)

gdzie: Mo sg — moment oporéw ruchu $ruby,
g =q/q4sx — przetozenie przektadni Srubowej,
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M> — moment napedzajacy od strony silnika.
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Rys. 1. Schemat modutu napgdowego robota: Jy— masowy moment bezwladnosci wir-
nika silnika, Jps — masowy moment bezwtadnos$ci kola przektadni od strony silnika,
Jrr — masowy moment bezwladnosci kota przektadni od strony woézka, Js — masowy
moment bezwladno$ci modulu napgdowego, Jsk — masowy moment bezwtadnosci $ru-
by, m — masa wozka oraz elementéw znajdujacych si¢ na nim, zs= Kniw — moment ge-
nerowany przez silnik, Bs — wspotczynnik oporéw ruchu wirnika, Bsg — wspotczynnik
oporow ruchu sruby i watu przektadni, Bw — wspotczynnik oporéw ruchu wozka, gs —
kat obrotu wirnika silnika, gsr — kat obrotu $ruby, ¢ - przemieszczenie wozka, ip —
przetozenie przektadni zgbatej, isk — przelozenie przekladni $rubowej, P — sila ze-
wnetrzna

Fig. 1. Scheme of robot’s drive: Jy— mass moment of inertia of the motor shaft, Jps —
mass moment of inertia of the gear wheel from the side of drive, Jpr — mass moment of
inertia of the gear wheel from the side of truck, Js — mass moment of inertia of the
drive, Jsr — mass moment of inertia of the screw, m — mass of the truck and items on it,
s = Kmiw — the torque generated by the drive, Bs — coefficient of shaft motion re-
sistance, Bsr — coefficient of motion resistance of screw gear shaft, By — coefficient of
truck motion resistance, gs —angle of rotation of the motor shaft, gsr — angle of rotation
of the screw, g—displacement of the truck, ip — gear ratio, isk — helical gear ratio, P —
external force

Zaktadajac rownos¢ mocy:
M, g = M,q g,
i przelozenie:
Gsr =1pds
rownanie (1) zapisano w nastepujacej postaci:

[JS +(‘]PR +JSR)i123:'.q'S + Bsqs +ipMogp =K, iy —ipigp P

3)

4)

)

i uzyskano opis dynamiki modutu napedowego w funkcji kinematycznych para-

metrow ruchu watu silnika. Podobnie mozna zapisa¢ réwnania ruchu
tych napedow i przedstawic je wszystkie w zwartej formie macierzowe;j:

pozosta-
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Jqs +Bqg +F, =Ki,, —iP (6)

gdzie: J=diag{J:,J>,J5} — macierz bezwladnosci, J=Js+(Jpr+Jsr))ir?j = 1, 2, 3,
qs=[gs1, ¢s2, gs3]" — wektor katow obrotu wirnikow silnikow,
B=diag{Bsi, Bs:, Bs3} — macierz oporéw ruchu wirnikow silnikow,
K=diag{Kn, Km, K3} — macierz statych momentowych silnikoéw,
in=[im, im, im3]" — wektor pradow wirnikow,
i=diag{ipiisr1, ipisro, ip3isrs} — macierz przetozen przektadni,
P=[Pi, P», P;]" — wektor sit zewnetrznych,
Fsz=[iriMo sr1, irnMo sw2, irsMo s3] T — wektor zredukowanych oporéw

ruchu $rub.

3. Kinematyka i dynamika manipulatora

Widok robota manipulacyjnego przedstawiono na rysunku 2, a schemat ki-
nematyczny na rysunku 3. Przyjeto lokalne uklady wspotrzednych zgodnie z
notacja Denawita-Hartenberga (DH) [7, 8] oraz bazowy uktad odniesienia xyz.
Parametry zestawiono w tabeli 1, gdzie zmienne przegubowe to /;, j = 1, 2, 3.
Ostatni uktad odniesienia zwigzano z koncowkg robocza (punkt D).

VZ,
Rys. 3. Schemat kinematyczny manipulatora

Rys. 2. Widok manipulatora

Fig. 2. The manipulator Fig. 3. The kinematic diagram of the manipulator

Tabela 1. Parametry manipulatora wg notacji D-H

Table 1. Parameters of the manipulator according to D-H notation

J aj, m 0j, rad d;, m 0, rad
1 0 31/2 I 0

2 0 /2 h 31/2
3 0 0 5 0

Uwzgledniajagc dodatkowo rotacje uktadu xgyozo wzglgdem bazowego xyz

okreslono macierz transformacji uktadu 3 do bazowego jako:
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Z powyzszego wzoru wynika, ze orientacja koncowki roboczej jest stala,
a zmienne przegubowe /;, ktore sa funkcjami czasu, sa wprost wspotrzednymi
kartezjanskimi koncowki w przestrzeni roboczej, tzn.:

xp (1) L,(0)
Py =|yp @) |=|L() )]
zp(t) L(1)

gdzie: pp — wektor wspotrzednych kartezjanskich koncowki manipulatora,
xp(?), yo(t), zp(t) — wspolrzgdne koncoéwki manipulatora.
Natomiast predkos¢ koncowki roboczej to:

im(?) ]
Vp =| It =

)

W celu wyprowadzenia dynamicznych rownan ruchu robota [2, 7, 10] za-
stosowano réwnania Lagrange’a Il rodzaju, ktérych posta¢ dana jest wzorem:

d| oE OE
L1 2q-Z g, (10)
dt\ og; | Oq;

gdzie: E — energia kinetyczna analizowanego uktadu,
q;— wspotrzedna uogdlniona,
Q;— sita uogolniona odpowiadajgca wspolrzednej uogdlnione;j.

Energia kinetyczna uktadu to:
1 3
E=33my, w
247

gdzie: m; — masa j-tego cztonu,
v;— predkos¢ srodka masy j-tego cztonu,
Q;— sita uogolniona odpowiadajaca wspotrzednej uogdlnione;j.
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Predkosci poszezegolnych cztonow to:
Vi Zi
vy = 2 (12)
vy =i +12+ 12

Zatozono, ze na kazdy czlon dzialaja nastepujace sily: sita P; napedzajaca
czton dzialajaca wzdtuz osi przegubu, sita oporu ruchu wozka po prowadnicy F;
oraz ci¢zar cztonu G; dziatajacy wzdtuz osi z (rys. 4).

Rys. 4. Uktad sit dziatajacy na manipulator

Fig. 4. The forces system acting on the manipulator

Ponadto w punkcie D dziala na koncowke robocza sita zewnetrzna
F.=[Fe, F., F..]", a w punkcie O wystepuja reakcje z ostojg. Zaktadajac wspot-
rzedne uogodlnione jako ¢;=/;, wyznaczono sity uogélnione z zastosowaniem za-
sady prac przygotowanych poréwnujac prace przygotowang sit uogoélnionych z
praca przygotowang dziatajacego uktadu sit i otrzymano

Q=R-FK+F,
0,=b-F+F, (13)
Oy =B -F+F, +G;

Uwzgledniajac rownania (11)-(13) w (10) zapisano dynamiczne roOwnania

ruchu jako:

(m, +m2+m3)21' =B-FK+F,

(my+my), =P =F,+F, (14)

mly =P~ Fy+ F, +G,
ktore wygodnie jest zapisa¢ w postaci macierzowe;j:

Mi=P-F+F, +G (15)
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gdzie: M=diag{mi+mytms,m>+ms3, m3} — macierz bezwtadnosci,
1=[11, L, I5]" — wektor przemieszczen uogdlnionych,
P=[P), P», P;]" — wektor sit napedzajacych,
F=[F\, F», F3]" — wektor sit oporéw ruchu,
G=[0, 0, G5]" — wektor sil grawitacji.

Uwzgledniajac opis dynamiki uktadu (15) w réwnaniu (6), otrzymano:
J.qy +R—-iG =Ki, +iF, (16)
gdzie: J.=J+iMi — macierz bezwtadno$ci cztonow robota,
R =Bq; +F; +iF — wektor sumarycznych oporé6w ruchu.

Czton R uwzgledniajacy opory ruchu, mozna modelowa¢ w réznorodny
sposob. Powszechnie stosowanym modelem tarcia jest kombinacja modeli tarcia
wiskotycznego i suchego. Model taki uzyskano zaktadajac elementy w wektorze
Fsz w postaci:

M, SRj = BSRvj g sgi T BSRq' Sgn(ésg;) (17)
oraz elementy w wektorze oporéw ruchu wozkéw F jako

F, =B .f.+BW€75gn(f/) (18)

wtj

gdzie: Bsgy; 1 By — wspOtczynniki oporu wiskotycznego ruchu $ruby i wozka,
Bsrej 1 By — wspotczynniki oporu suchego ruchu $ruby i wozka.

Grupujac wspotczynniki wystepujace w rownaniach ruchu otrzymano osta-
tecznie model dynamiki manipulatora w postaci rownania (16) gdzie:

'p 0 0
J.=|0 p, O
10 0 ps
[ Paths: P, sgn(q
R =| psgss || Pysen(qem) (19)
| Poths3 Do SEN(Gregd
0
G=| 0
Pro

oraz:
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py=Jy+(my +my +my )i12>li§Rl
Py =J, +(my +my )izzjziékz

Py =J5 +myipsicas

Dy =Bg + BSvaif’l + BWvli;1i§R1
Ds =Bg, + BSRin}2’2 + BsziI%Zi.gRZ
Pe = Bgs + Bopsips + Bysipsioes

P = BSRcllpl + BWcllpllSRl

(20)

Ps = Bspeol o + Byolpolsrs
Do = Bgpesi s + Byl yaisrs

Pro =38

Wartosci parametrow modelu matematycznego zebrano w tabeli 2.

Tabela 2. Parametry manipulatora

Table 2. Parameters of the manipulator

Parametr Jednostka Wartos¢
p1 1.4236-107
p2 kgm?/s 7.0957-10°°
p3 7.0957-10°
pa 2.8156-10°3
ps kgm?/s 1.4078-10°3
)2 1.4078:107
p7 0.0159
D8 Nm 0.0079
P9 0.0079
pio N 49.0500

4. Wilasciwosci strukturalne modelu matematycznego

W tym rozdziale zaprezentowane zostana wtasciwosci strukturalne modelu
matematycznego manipulatora [2, 11], ktérych znajomo$¢ jest konieczna w syn-
tezie algorytmow sterowania manipulatorami. Zostanie przeanalizowany model
matematyczny okre$lony réwnaniem (16). Jest to model matematyczny odpo-
wiadajacy przypadkowi manipulatora sztywnego.

Wiasciwos$é 1. Macierz bezwladnosci J. jest symetryczna, dodatnio okreslona i
spelnia ograniczenie:

Opin (TI=T, <0 (IT e2y)
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. 3x3 . .

gdzie:T€ R — macierz jednostkowa,
omin(J-) —minimalna $cisle dodatnia warto$¢ wtasna macierzy J.,
omax(J:-)—maksymalna $cisle dodatnia warto$¢ wtasna macierzy J..

Wiasciwosé 2. Rownanie dynamiki manipulatora jest liniowe wzgledem para-
metrow, co zapisano:

Y(qa WP = KiW + iFe (22)

gdzie: Y(q,q,q) m R*™° — macierz regresji,
P=I[p1, P2, P3, P4, P35, D6, P75 P85 P, plo]T — wektor parametrow modelu.

Macierz regresji ma postac:

Y(q.9.9) =
G | O 0 | g5 | O 0 | sgn(gsy) 0 0 (23)
0 g5, | O 0 g5 | O 0 sg(qsm) 0
0 0 |gss| 0 0 |45 0 0 sgn(ge) | 1
Wiasciwosé 3. Wektor iG spelnia zalezno$¢:
”iG” = ip3iSR3p]0 > (24)
Wiasciwos¢ 4. Wektor R spetnia ograniczenie:
IR <7 || +’”2\N?S1| +|Gsa |+ g3 ] +m (25)

gdzie: 7; ZmaX{p4,p5»P6} ’

v =max{\]2p4p7 ,\/2p5pg ,\/2P6P9 } )

=P +Dps+ps -

Wiasciwos¢ 5. Macierz przetozen przektadni i jest stata, diagonalna i dodatnio
okreslona.

Wiasciwosé 6. Macierz stalych momentowych silnikow K jest stata, diagonalna
i dodatnio okreslona.
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5. Podsumowanie

W pracy zaprezentowano metodyke modelowania manipulatora kartezjan-
skiego z zastosowaniem réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju i uwzglednieniem
dynamiki napedéw. W modelu matematycznym uwzgledniono jedynie najwaz-
niejsze zjawiska fizyczne wystgpujace podczas ruchu czlondéw manipulatora,
tzn. zjawisko bezwtadnosci, opory ruchu, wptyw sit cigzkosci oraz interakcje
koncéwki roboczej ze srodowiskiem. Pominigto natomiast takie zjawiska jak np.
deformacje cztonow, deformacje i luzy w ukladzie przeniesienia napedu czy
drgania mechaniczne. Dzigki takiemu podejsciu uzyskany model jest liniowy
wzgledem parametrow i wykazuje typowe wlasciwosci strukturalne modeli ma-
tematycznych manipulatoréw sztywnych [2]. Moze by¢ zastosowany w syntezie
uktadu sterowania robotem.
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THE MATHEMATICAL MODEL OF THE CARTESIAN ROBOTIC
MANIPULATOR OF OWN DESIGN

Summary

In the paper, the mathematical model of the robotic manipulator of own design is presented.
The Cartesian manipulator has three degrees of freedom. The mathematical description of kine-
matics and dynamics is formulated. The Denavit-Hartenberg notation for kinematics description is
used. The dynamical equations of motion of the manipulator are obtained by using Lagrange’s
equations of the second kind. In the manipulator’s dynamics description, the dynamics of the
drives is taken into account. An analysis of the structural properties of mathematical model is pre-
sented. Proved properties are useful in the synthesis of control algorithms.

Keywords: the Cartesian manipulator, model of manipulator, manipulator kinematics, manipulator
dynamics, structural properties of model
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